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Реферат. В микропроцессорных защитах электроэнергетических систем определение кон-
тролируемых информационных параметров входных сигналов осуществляется с использо-
ванием их ортогональных составляющих. Для формирования указанных составляющих 
наиболее широко применяются цифровые фильтры Фурье, которые обладают инерцион- 
ностью. Вследствие этого переходные режимы формирования ортогональных составляю-
щих сопровождаются появлением динамической погрешности. Она состоит из динамиче-
ских амплитудной и фазовой погрешностей, которые могут существенно влиять на функци-
онирование соответствующих измерительных органов и создавать возможность для их  
излишних срабатываний при внешних коротких замыканиях и замедления срабатывания 
при внутренних коротких замыканиях. Снижение влияния указанных факторов на поведе-
ние измерительных органов обеспечивается использованием для выделения ортогональных 
составляющих быстродействующих формирователей, а также посредством компенсации 
динамической фазовой погрешности. Предлагаемый метод основывается на получении  
ортогональных составляющих Фурье с последующим определением по их выборкам рас-
четных составляющих, которые совпадают или сдвинуты по фазе относительно первых 
соответственно в установившемся и переходном режимах. По выборкам расчетных ортого-
нальных составляющих и составляющих Фурье вычисляются результирующие ортогональ-
ные составляющие с минимальными динамическими фазовыми погрешностями. Оценка 
эффективности предложенного решения выполнялась методом вычислительного экспери-
мента с помощью цифровой модели, реализованной в среде динамического моделирования 
MATLAB-Simulink. При этом в качестве тестовых воздействий использовались как синусо-
идальные входные сигналы, так и сложные с содержанием апериодической составляющей  
и высших гармоник. В результате исследований установлено, что предлагаемый метод ком-
пенсации динамической фазовой погрешности при формировании ортогональных состав-
ляющих является работоспособным и эффективным как при синусоидальном, так и при 
сложном входных сигналах. Разработанный метод компенсации обеспечивает снижение 
динамической фазовой погрешности цифровых фильтров Фурье в три-четыре раза. 
 

Ключевые слова: микропроцессорная защита, динамическая погрешность, динамическая 
фазовая погрешность, ортогональные составляющие, цифровые фильтры Фурье, модель, 
тестовое воздействие, вычислительный эксперимент, MATLAB-Simulink 
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Compensation of Dynamic Phase Error  
in the Formation of Orthogonal Components  
of Input Signals in Microprocessor Protections 
 
F. A. Romaniuk1), Yu. V. Rumiantsev1), V. Yu. Rumiantsev1), I. V. Novash1) 
 
1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. In microprocessor protections of electric power systems, the controlled information 
parameters of input signals are determined using their orthogonal components. To form these 
components, digital Fourier filters which have inertia are most widely used. As a result, transient 
modes of orthogonal components formation are accompanied by the appearance of a dynamic 
error. It consists of dynamic amplitude and phase errors, which can significantly affect the func-
tioning of the corresponding measuring elements and cause the possibility of their excessive trig-
gering during external short circuits and slowing down the triggering during internal short circuits. 
The reduction of the influence of these factors on the behavior of measuring elements is ensured 
by the use of high-speed shapers to isolate orthogonal components, as well as by compensating  
for dynamic phase error. The proposed method of forming orthogonal components of a signal with 
compensation for dynamic phase error is based on obtaining orthogonal Fourier components,  
followed by determining from their samples the calculated components that coincide or are shifted 
in phase relative to the orthogonal Fourier components, respectively, in steady-state and transient 
modes. The resulting orthogonal components with minimal dynamic phase errors are calculated  
in accordance with samples of calculated orthogonal components and Fourier components.  
The efficiency of the proposed solution was evaluated by a computational experiment using a digi-
tal model implemented in the MATLAB-Simulink dynamic modeling environment. At the same 
time, both sinusoidal input signals and complex ones with an aperiodic component and higher 
harmonics were used as test actions. As a result of the studies carried out, it has been found that 
the proposed method of compensation for dynamic phase error in the formation of orthogonal 
components is workable and effective for both sinusoidal and complex input signals. The deve- 
loped compensation method reduces the dynamic phase error of digital Fourier filters by three  
to four times. 
 

Keywords: microprocessor protection, dynamic error, dynamic phase error, orthogonal com- 
ponents, digital Fourier filters, model, test action, computational experiment, MATLAB-Simulink 
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Введение 
 
В микропроцессорных защитах электроэнергетических систем определе-

ние информационных параметров входных сигналов осуществляется глав- 
ным образом с использованием их ортогональных составляющих (ОС) [1]. 
Для формирования ОС в современных защитах преимущественно приме- 
няются цифровые фильтры (ЦФ) на основе дискретного преобразова- 
ния Фурье [2], которые обладают инерционностью. Вследствие этого пере-
ходные режимы формирования ОС сопровождаются появлением в них дина-
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мической погрешности, изменяющейся с течением времени и исчезающей 
вообще при наступлении установившегося режима. Указанная погрешность 
как функция времени представляет собой разность между выходным  
и входным сигналами формирователя ОС. Она состоит из динамических ам-
плитудной и фазовой погрешностей, которые могут существенно влиять  
на функционирование соответствующих измерительных органов (ИО) и со-
здавать возможность для их излишних срабатываний при внешних коротких 
замыканиях и замедления срабатывания при внутренних коротких замыкани-
ях. Для снижения влияния на поведение ИО микропроцессорных защит пер-
вого фактора необходимо обеспечить быстрое затухание в переходных  
режимах динамической амплитудной погрешности за счет использования  
для выделения ОС быстродействующих формирователей. Принципы реали-
зации и основные характеристики указанных формирователей приведены  
в [3]. Уменьшение влияния на функционирование ИО второго фактора явля-
ется задачей более сложной, для решения которой требуется несколько иной 
подход. 

 

Основная часть 
 

Динамическая фазовая погрешность как функция времени представ- 
ляет собой разность текущих значений фаз выходного и первой гармо- 
ники входного сигналов. Она имеет место в переходном режиме, обуслов-
ленном коррекцией амплитуды, текущей фазы либо их одновременным  
изменением.  

При формировании ОС первой гармоники с помощью классических ЦФ 
Фурье максимальная фазовая погрешность может достигать абсолютного 
значения 90° [4]. Снижение влияния указанной погрешности на поведение 
определенных ИО микропроцессорных защит может быть получено за счет 
отстройки от ее неприемлемых уровней путем введения соответствующего 
запаздывания в срабатывании органа либо посредством ее компенсации, 
хотя бы частичной. Второй подход представляется более предпочтитель-
ным, поскольку не вызывает ухудшения быстродействия ИО. 

Предлагаемый метод формирования ОС сигнала с компенсацией дина-
мической фазовой погрешности основывается на получении ортогональ-
ных составляющих Фурье с последующим определением по их выборкам 
расчетных ОС, которые совпадают или сдвинуты по фазе относительно ОС 
Фурье соответственно в установившемся и переходном режимах. По вы-
боркам расчетных ортогональных составляющих и ОС Фурье вычисляются 
результирующие ОС входного сигнала с минимальными динамическими 
фазовыми погрешностями. 

На рис. 1 приведена упрощенная структурная схема формирователя ОС, 
в каждом блоке которой осуществляется определенное преобразование 
сигнала или реализуется математическое выражение в соответствии с рас-
смотренным выше алгоритмом. 
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Рис. 1. Упрощенная структурная схема формирования ортогональных  
составляющих сигнала с компенсацией динамической фазовой погрешности 

 

Fig. 1. Simplified block diagram of the formation of orthogonal components  
of the signal with compensation of dynamic phase error 

 
Выборки входного сигнала xвхn, полученные в результате его обработки, 

аналоговой фильтрации и аналого-цифрового преобразования, поступают 
на входы синусного цифрового фильтра (СЦФ) и косинусного цифрового 
фильтра (КЦФ) Фурье, которые формируют одноименные ОС основной 
гармоники xsn и xсn согласно выражениям: 
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где xвхn – выборка входного сигнала; аsn, асn – коэффициенты синусного и 
косинусного ЦФ; п = 1…N – номер выборки входного сигнала в окне 
наблюдения; N – число используемых выборок. 

По смежным выборкам, разделенным шагом дискретизации ∆t, синус-
ной ОС xsn и xs(n – 1), а также косинусной ОС xсn и xc(n – 1), которые подаются 
на входы соответственно косинусного формирователя ортогональных со-
ставляющих (ФКОС) и синусного формирователя ортогональных состав-
ляющих (ФСОС), определяются расчетные значения ОС xcpn и xspn: 
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где ω – угловая частота сигнала. 
С использованием выборок ОС Фурье xsn, xcn, а также расчетных ОС xspn, 

xcpn в формирователе результирующих ортогональных составляющих (ФРОС) 
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определяются синусная xsrn и косинусная xcrn ОС выходного сигнала по  
выражениям: 
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где l1, l2 – постоянные, являющиеся действительными числами. 

В установившемся режиме ввиду отсутствия динамической фазовой по-
грешности: ;sn spnx x=  ,cn cpnx x=  поэтому результирующие ОС полностью 

совпадают с ОС Фурье: ;srn snx x=  .crn cnx x=  Когда по любой из назван- 
ных выше причин наступает переходный режим, то ,sn spnx x≠  cn cpnx x≠   
и вследствие появления разностей соответствующих ОС выполняется фа-
зовая коррекция результирующих ОС. Степень этой коррекции можно  
регулировать путем изменения значений l1, l2. 

В конечном итоге благодаря указанной коррекции реализуется ком- 
пенсация динамической фазовой погрешности текущей фазы выходного 
сигнала. 

 
Моделирование 
 
Оценка эффективности предложенного решения, обеспечивающего 

компенсацию динамической фазовой погрешности при формировании ОС 
входных сигналов, выполнялась методом вычислительного эксперимента  
с использованием цифровой модели, реализованной в среде динамического 
моделирования MATLAB-Simulink [5–7]. 

В структуре указанной модели содержатся энергосистема, группы 
трансформаторов тока и трансформаторов напряжения, нагрузка, блок 
изменения режима входного сигнала, а также модели элементов, обес- 
печивающие реализацию процедуры компенсации динамической фазо- 
вой погрешности в соответствии со структурной схемой, представлен- 
ной на рис. 1. Входящие в цифровую структуру модели элементов и бло-
ков, а также их компьютерное воспроизведение подробно рассмотре- 
ны в [8–11]. 

 
Результаты вычислительного эксперимента 
 
Для сравнительной оценки эффективности предложенного метода ком-

пенсации получены численные значения динамической фазовой погрешно-
сти при тестовом воздействии в форме синусоидального входного сигнала 
для режимов изменения его амплитуды, а также при одновременном изме-
нении амплитуды и текущей фазы в заданные моменты времени. Соответ-
ствующие зависимости, позволяющие дать оценку рассматриваемому ме-
тоду, представлены на рис. 2, 3. Там же приведены аналогичные зависимо-
сти при формировании ОС сигнала ЦФ Фурье.  
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Рис. 2. Результаты компенсации динамической фазовой погрешности при изменении  
амплитуды входного синусоидального сигнала: a – входной синусоидальный сигнал;  

b, c – синусные и косинусные ортогональные составляющие, сформированные:  
1 – цифровыми фильтрами Фурье; 2 – предложенным методом с компенсацией;  

d – динамические фазовые погрешности: 1 – цифровых фильтров Фурье;  
2 – предложенного метода с компенсацией (окончание рис. на с. 203) 

 

Fig. 2. The results of compensation of dynamic phase error when the amplitude  
of the input sinusoidal signal changes: a – input sinusoidal signal;  

b, c – respectively sine and cosine orthogonal components formed by:  
1 – digital Fourier filters; 2 – the proposed method with compensation;  

d – dynamic phase errors of: 1 – digital Fourier filters;  
2 – the proposed method with compensation (ending of the Fig. is on p. 203) 
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Рис. 2. Окончание 
 

Fig. 2. Ending 
 
В результате выполненных исследований определены оптимальные 

значения постоянных l1, l2 по критерию минимизации фазовых погрешно-
стей при наступлении переходного режима в различные моменты времени 
по любой из рассматриваемых причин, находящиеся в диапазонах соответ-
ственно 0,70–0,75 и 0,75–0,80. 

На рис. 2 показано, как изменяются соответствующие сигналы и вели-
чины для вариантов формирования ОС цифровыми фильтрами Фурье (кри-
вые 1) и предложенным методом (кривые 2), при нарастании и спаде вход-
ного синусоидального сигнала с кратностью 20. На отрезке време- 
ни t = 0,00–0,04 с имеет место нормальный установившийся режим вход- 
ного сигнала xвх (t) (рис. 2a). При этом синусные ОС, сформированные ЦФ 
Фурье (кривая 1) и предложенным методом (кривая 2), совпадают (рис. 2b). 
Также совпадают и косинусные ОС, полученные указанными метода- 
ми (рис. 2c, кривые 1, 2), а динамическая фазовая погрешность ∆ϕ при этом 
отсутствует (рис. 2d). Вследствие скачкообразного увеличения в 20 раз  
в момент времени t = 0,04 с амплитуды входного сигнала возникает пере-
ходный режим, который длится в течение периода изменения указанного 
сигнала до t = 0,06 с, после чего наступает установившийся аварийный ре-
жим. В переходном режиме синусные ОС Фурье и полученные предложен-
ным методом имеют одинаковые амплитуды, но сдвинуты по фазе (рис. 2b). 
Наличие углового сдвига между ними, который с течением времени изменя-
ется, является признаком действия фазовой компенсации. Аналогичным об-
разом ведут себя и косинусные ОС сравниваемых методов (рис. 2c). 

Динамические фазовые погрешности, возникающие в переходном ре-
жиме (рис. 2d), для вариантов формирования ОС ЦФ Фурье (рис. 2d, кри-
вая 1) и предложенным методом (рис. 2d, кривая 2) имеют примерно оди-
наковый характер изменения, но существенно различаются по уровню.  

Первому методу присущи более высокие динамические фазовые по-
грешности с превышением максимальными их значениями аналогичных 
величин, свойственных для второго метода, в три-четыре раза.  
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Рис. 3. Результаты компенсации динамической фазовой погрешности  
при изменении амплитуды и текущей фазы входного синусоидального сигнала:  

a–d, 1, 2 – то же, что на рис. 2 
 

Fig. 3. The results of compensation of the dynamic phase error when changing  
the amplitude and current phase of the input sinusoidal signal:  

a–d, 1, 2 – the same as in Fig. 2 
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В момент времени t = 0,08 с происходит скачкообразное снижение ам-
плитуды входного сигнала до уровня нормального режима и возникает  
переходный процесс, обусловленный спадом сигнала, который заканчива-
ется при t = 0,1 с. При этом анализируемые сигналы и величины изменяют-
ся с сохранением закономерностей, как и при нарастании входного сину-
соидального сигнала xвх (t) (рис. 2a). Динамические фазовые погрешности 
приобретают отрицательный знак, а соотношения между ними для анали-
зируемых методов формирования ОС сохраняются. После завершения пе-
реходного процесса при t > 0,1 с указанные погрешности исчезают. 

На рис. 3 показаны, как и на рис. 2, зависимости для режимов нараста-
ния и спада входного синусоидального сигнала с одновременным увеличе-
нием в момент скачкообразного изменения амплитуды указанного сигнала 
и его текущей фазы на угол π.  

Анализ представленных зависимостей позволяет отметить, что отличи-
тельной особенностью исследуемого режима являются более высокие 
уровни динамической фазовой погрешности с сохранением в основном ха-
рактера изменений и соотношений оцениваемых величин. 

Эффективность и качество функционирования предложенного метода 
компенсации динамической фазовой погрешности также оценивались на 
основе анализа изменений соответствующих сигналов и величин при те-
стовых воздействиях в форме сложных входных токов.  

На рис. 4 представлены наиболее характерные результаты, включаю-
щие изменяющиеся во времени значения текущей фазы ϕ основной гармо-
ники (рис. 4b), динамической фазовой погрешности ∆ϕ (рис. 4c) для вари-
антов формирования ОС ЦФ Фурье (кривая 1) и разработанным методом 
(кривая 2) при скачкообразном изменении входного тока iвх (рис. 4 a), со-
держащем в аварийном режиме, помимо основной, апериодическую со-
ставляющую и спектр высших гармоник, что соответствует максимально-
му приближению iвх к реальному вторичному току короткого замыкания. 

На отрезке времени t = 0,00–0,04 с существует нормальный устано- 
вившийся режим. При этом текущие фазы выходного тока, определяемые 
по ОС Фурье и ОС с компенсацией динамической погрешности (рис. 4b), 
совпадают и изменяются так же, как текущая фаза входного тока (рис. 4b, кри- 
вая 3). В момент времени t = 0,04 с возникает аварийный режим, кото- 
рый можно квалифицировать как короткое замыкание, с появлением в токе 
дополнительно к основной высших гармоник и апериодической состав- 
ляющей. При этом текущая фаза выходного тока, полученная по ОС  
с компенсацией (рис. 4b, кривая 2), меньше расходится с изменением  
фазы входного тока (рис. 4b, кривая 3), чем рассчитанная по ОС  
Фурье (рис. 4b, кривая 1). 

Как видно из рис. 4c, при сложном входном сигнале динамические фа-
зовые погрешности предложенного метода получения ОС значительно 
меньше аналогичных величин при использовании для этой цели ЦФ  
Фурье (кривые 1, 2). 
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Рис. 4. Результаты компенсации динамической фазовой погрешности  
при сложном входном сигнале: a – входной ток; b – текущая фаза сигнала:  

1, 2 – выходного при определении соответственно по ортогональной составляющей Фурье  
и ортогональной составляющей с компенсацией; 3 – входного;  c – динамическая фазовая 
погрешность: 1 – цифровых фильтров Фурье; 2 – предложенного метода с компенсацией 

 

Fig. 4. The results of compensation of dynamic phase error when a input signal is complex:  
a – input current; b – current phase of the signal: 1, 2 – of an output one when determined  

respectively by the orthogonal Fourier component and the orthogonal component  
with compensation; 3 – of an input one; c – dynamic phase error of: 1 – digital Fourier filters;  

2 – the proposed method with compensation 
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В заключение необходимо отметить, что предложенный метод компен-
сации динамической фазовой погрешности при формировании ОС является 
работоспособным и достаточно эффективным как при синусоидальном, так 
и при сложном входном сигнале. 

 
ВЫВОДЫ 
 
1. Предложенный метод компенсации обеспечивает снижение дина- 

мической фазовой погрешности классических цифровых фильтров Фурье  
в три-четыре раза. 

2. Реализованные на основе разработанного метода формирователи ор-
тогональных составляющих сигналов могут быть использованы как в про-
стых, так и в сложных измерительных органах с двумя и более входными 
величинами микропроцессорных защит. 
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Реферат. Вибрации и неравномерность момента на оси генератора на постоянных магнитах 
приводят к его усиленному износу, шумности, снижению эффективности работы. В статье 
теоретически рассмотрена возможность устранения осцилляций момента вращения гене- 
ратора на постоянных магнитах при постоянной нагрузке за счет взаимной компенсации 
взаимодействия катушек с полем постоянных магнитов при определенной симметрии этого 
поля. Данный эффект назван пи-резонансом. Для заданного класса модельных функций 
плотности магнитного поля постоянных магнитов показано, что полная компенсация насту-
пает при определенном числе катушек (Ns) и магнитов (Nr), в то время как для прочих ком-
бинаций {Ns, Nr} взаимодействие носит характер осцилляций. Приведены таблицы пи-
резонанса для ряда модельных функций плотности поля, представимых рядами Фурье  
до пятой степени. Пи-резонанс прежде всего реализуется в случае небольшого различия  
в значениях Nr и Ns, что соответствует расположению вблизи главной диагонали таблицы 
пи-резонансов, а также при Nr, Ns, соответствующих простым числам. Количество конфигу-
раций {Nr, Ns}, обеспечивающих пи-резонанс (компенсацию паразитных моментов), 
наибольшее для синусоидальной плотности магнитного потока и уменьшается, если функ-
ция плотности магнитного потока аппроксимируется рядом Фурье высокой степени. В слу-
чае отсутствия сердечников катушек пи-резонанс возможен при Ns = Nr. Показана дополни-
тельная возможность пи-резонанса при размещении катушек с противоположных сторон  
от ротора. Обоснован упрощенный метод исследования системы (без интегрирования урав-
нения для тока индукции). Результаты могут быть использованы при конструировании  
генераторов и моторов на постоянных магнитах.  
 

Ключевые слова: момент трогания, генератор, магнит, неравномерность момента, пара-
зитные моменты, моделирование, электромотор, статор, ротор, магнитное поле 
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of Parasitic Torque of a Permanent Magnet Generator  
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Abstract. Vibration and torque ripple of the permanent magnet generator axis cause excessive 
wearing up of the generator, noise, efficiency reduction. The article theoretically considers the 
possibility of eliminating the oscillation of the rotation torque of the permanent magnets generator 
at constant load due to mutual compensation of the interaction of coils with the field of permanent 
magnets in the case of certain symmetry of this field. This effect is called pi resonance. For a given 
class of model functions of the magnetic field density of permanent magnets, it is shown that full 
compensation occurs with a certain number of coils (Ns) and magnets (Nr), while for other combi-
nations of {Ns, Nr} the interaction is in the nature of oscillations. Pi resonance tables are given for 
a number of model field density functions represented by Fourier series up to the fifth power.  
Pi resonance is primarily realized in the case of a small difference in the values of Nr and Ns, 
which corresponds to the location near the main diagonal of the pi resonance table, as well as at 
the values of Nr, Ns corresponding to prime numbers. The number of configurations {Nr, Ns} 
providing pi resonance (compensation of parasitic torques) is the largest for the sinusoidal mag- 
netic flux density and decreases if the magnetic flux density function is approximated by  
a high-degree Fourier series. It is shown that in the absence of coil cores, pi resonance is possible 
at Nr = Ns. An additional possibility of pi resonance is shown when placing coils on opposite sides 
of the rotor. A simplified method of investigating the system (without integrating the equation  
for the induction current) is substantiated. The results can be used in the design of permanent mag-
nets generators and motors.  
 

Keywords: starting torque, generator, magnet, torque ripple, parasitic torque, modeling, electric 
motor, stator, rotor, magnetic field 
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Введение 
 

Осцилляции (подергивания) момента вращения при работе генератора – 
известные явления, обусловленные неравномерностью магнитного поля  
и силового взаимодействия обмоток статора и ротора (или магнитов рото- 
ра с катушками индуктивности), относимые к паразитным моментам [1]. 
Они приводят к увеличению шумности работы системы, ускоренному из-
носу опорных узлов, снижению КПД. Борьбе с этим явлением посвяще- 
но значительное количество научных исследований и технических ре- 
шений [2–7]. 

В [8] рассмотрена задача полной компенсации паразитных моментов 
при трогании и вращении на холостом ходу генератора на постоянных 
магнитах. Численным экспериментом показано, что для определенного 
класса потенциалов взаимодействия поля магнитов и сердечников катушек 
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возможно полное устранение указанных моментов. Определяющим усло-
вием при этом является строгая симметричность поля, геометрически  
точное расположение катушек и магнитов, а также их численное соотно-
шение. Показано, что эффект исчезновения момента трогания и осцилля-
ций момента при вращении на холостом ходу, названный пи-резонансом, 
быстро пропадает при невыполнении вышеперечисленных условий.  

Не менее важной представляется задача снижения или полной компен-
сации паразитных моментов при работе генератора под нагрузкой, когда 
требуется максимальная плавность хода. Определенная стабильность ско-
рости вращения генератора обеспечивается массовой инерцией вращаю-
щихся частей, однако механические подергивания момента силы на оси 
создают шумы, вибрации, влияют на износ подшипников. Вопрос о ком-
пенсации таких моментов рассмотрен в статье с помощью апробированной 
в [8] методики численного анализа. 

Объектом исследования является синхронный генератор с торцевым 
расположением постоянных магнитов и пространственно разнесенными 
катушками индуктивности. С точки зрения физики рассматриваемая ситу-
ация существенно отличается от случая статического взаимодействия фер-
ромагнитных сердечников и постоянных магнитов [8]. Добавляется дина-
мический компонент, связанный с взаимодействием поля ротора с токами 
индукции и самоиндукции катушек. Локальные силы и магнитные поля 
становятся функциями не только углового расположения ротора (коорди-
ната γ), но и скорости его вращения .d dtω = γ  

Исходя из закона магнитомеханического преобразования энергии [9], 
можно утверждать, что суммарное магнитное поле системы вращается  
со скоростью вращения ротора ω. Каждая катушка статора находится во 
вращающемся магнитном поле, конфигурация и интенсивность которого 
предполагаются неизменными при постоянстве ω и электрической нагруз-
ки. Периодичность общего поля определяется количеством постоянных 
магнитов, поскольку в системе изначально отсутствует иная симмет- 
рия магнитного поля. При этом каждая катушка испытывает периодиче-
ское силовое взаимодействие с магнитами ротора, и соответствующие  
периодические изменения испытывает энергия катушки (магнитного дипо-
ля) в магнитном поле. 

В данной статье задача рассматривается не в общем виде, с использова-
нием Фурье-разложения функции магнитной индукции и точных аналити-
ческих выкладок, а с помощью эвристического метода – на основе числен-
ных экспериментов с модельными системами статор – ротор делаются 
обобщающие выводы, имеющие практическое и теоретическое значение.  

Разработана простая модель для изучения характера взаимодействия 
статора и ротора при постоянной нагрузке. Методом численного модели-
рования показано, что, как и при работе генератора без нагрузки, момен- 
ты взаимодействия поля с катушками могут быть строго компенсированы 
при определенных конфигурациях плотности магнитного поля магнитов  
и соотношениях числа магнитов (Nr) и катушек (Ns), что, аналогично  
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случаю [8], названо пи-резонансом. Условия такой компенсации представ-
лены таблицами пи-резонанса. При отсутствии сердечников катушек  
пи-резонанс возможен при Ns = Nr. Дополнительная возможность компен-
сации осцилляций момента появляется при размещении катушек с проти-
воположных сторон от ротора и их определенном угловом смещении отно-
сительно друг друга (скрытая симметрия). Обоснован упрощенный метод 
исследования системы без интегрирования уравнения для тока индукции. 

Полученные результаты позволяют целенаправленно выбирать конфи-
гурацию генераторов на постоянных магнитах, обеспечивающую мини-
мальные паразитные моменты при его работе. 

 
Постановка задачи 
 

Рассмотрим синхронный генератор с торцевым расположением посто-
янных магнитов. На статоре смонтированы пространственно разнесенные 
плоские катушки без сердечников, на роторе закреплены плоские магниты 
с постоянной или чередующейся ориентацией полярности (рис. 1).  

 
 

Рис. 1. Схема магнитно-механической 
системы статор – ротор:  

1 – ротор с Nr вмонтированными   
постоянными магнитами; 2 – статор  

с Ns разнесенными катушками 
 

Fig. 1. The diagram of the magnetic  
and mechanical stator – rotor system: 
1 – rotor with Nr mounted permanent 

magnets; 2 – stator with Ns  
separate (spaced) coils 

 
В рамках нашей модели система статор – ротор – магнитное поле рас-

сматривается как двумерная: зависимость от координаты z отсутствует, все 
значимые поля и процессы, обеспечивающие электромеханическое пре- 
образование энергии, сосредоточены в некоторой кольцевой полосе  
и не требуют разрешения по радиальной координате, поэтому все физиче-
ские параметры системы считаются функциями единственной перемен- 
ной – угла γ. Индукция магнитного поля В рассматривается как экви- 
валентная плотность потока магнитной индукции в бесконечно малом  
секторе под углом γ ( ).dB γ  Потокосцепление катушки определяется инте-

гралом ( )dB γ  по углу, соответствующему размеру катушки: 
 
 

( ) ( )
2

2

Ф , ,
i

i

F dB d
α + µ

α − µ

γ µ = γ γ∫    (1) 
 
 

где αi – угол расположения i-й катушки; µ – угловой сектор, занимаемый 
отдельной катушкой; F – коэффициент (форм-фактор) размерности площа-
ди, определяемый геометрией катушки и магнитного поля.  
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Дифференциал потокосцепления определяется непосредственно функ-
цией ( )dB γ  

 
 

( ) ( ) ( )( )Ф ,
2 2 .

d
F dB dB

d
γ µ

= γ +µ − γ −µ
γ

             (2) 
 
 

Среднее значение магнитной индукции поля, взаимодействующего  
с i-й катушкой: 

 
 

( ) ( )
/2

/2

, , .
i

i

iB dB d
α + µ

α − µ

γ α µ = γ γ∫    (3) 

 
 

Если катушки расположены вплотную друг к другу, то значение µ близ- 
ко к базовой величине угла 0 360 ,sNµ =  в противном случае 0.µ < µ  

Суть функционирования генератора – превращение механической рабо-
ты в энергию электромагнитного поля и затем в работу электрического то-
ка потребителя (рис. 2). 

 

                      

 

  Емеханическая 

Eполе катушек 
Uкатушек в пол  
Eпрочее э.-м. п  
Eкинетич. рото  

  

Рис. 2. Схема преобразования энергии в генераторе 
 

Fig. 2. The diagram of energy transformation in electric generator  
 

При постоянном потоке поступающей и выдаваемой энергии любые 
неравномерности момента вращения ротора (паразитные моменты) связа-
ны с пульсацией потенциальной энергии катушек в магнитном поле систе-
мы, которая может быть выражена как сумма скалярных произведений 
магнитного момента каждой катушки на соответствующую среднюю для 
катушки индукцию магнитного поля системы [10]: 

 
 

( ) ( ) ( )( )
1

, , ,
sN

i
n

U m B
=

γ µ = − γ µ γ∑      (4) 

 

 

где i im i NS=  – магнитный момент катушки, задаваемый протекающим то-
ком ii, числом витков N и площадью сечения S.  

Отметим, что индукция, рассматриваемая в (4), создается не только по-
стоянными магнитами ротора, но и всеми соседними катушками статора. 
Однако в первом приближении (по крайней мере, при малых токах нагруз-
ки) можно ограничиться учетом только поля постоянных магнитов. 

 

Ui 
          Eмеханич 

E поля катушек 
 

U катушек в поле 
 

Е электромагн. поля 
E кинетич. ротора 



К. В. Добрего, И. А. Козначеев 
214                     Симметрийно-резонансный механизм компенсации паразитных моментов… 
 

 

 

Согласно закону магнитной индукции, ЭДС, возникающая в i-й катуш-
ке, пропорциональна скорости изменения магнитного потока (потокосцеп-
ления), а при появлении тока также возникает ЭДС самоиндукции 

 

( ) ФЭДС ,i i
i

d diL
d d

γ = − ω − ω
γ γ

   (5)
 

 
 

где L – индуктивность катушки, Гн; d dtω = γ  – скорость вращения рото- 
ра, м/с.  

Учитывая связь ЭДС, тока и сопротивления, получаем уравнение для 
тока в i-й катушке 

 

( ) 1 Ф ,i
i

di r R di
d L L d

+
+ γ = −

γ ω γ
              (6) 

 
 

где R, r – сопротивление нагрузки и внутреннее сопротивление катуш- 
ки, Ом.

 Решив (6) для модельных функций плотности магнитной индук- 
ции dB для каждой катушки, рассчитаем магнитный момент всех кату- 
шек ( ),i im i NSγ µ =  и суммарную энергию катушек в поле согласно (4) или 

учитывая, что ( ) iB Sγ = Φ : 
 

( ) ( ) ( )( )
1

, Ф .
sN

i i
n

U N i
=

γ µ = − γ γ∑     (7) 

 
 

Таким образом, (1)–(3), (6), (7) позволяют вычислить величину потен-
циальной энергии катушек в поле генератора и проанализировать рав- 
номерность работы генератора при различных конфигурациях системы 
магнитов и катушек. 

В определенном приближении функцию ( ),U γ µ  можно записать в яв-
ном виде, без интегрирования (5). Для этого перепишем (6) в конечно-
разностном виде 

 

( ) ( ) ( ) Ф ,i i i
i

i i R r di
L R r d

γ + δ − γ  + ω
≅ − γ + δ ω + γ 

   (8) 
 

где δ << µ – малый угол.  

Из (8) следует, что если ,L
R r
ω

δ =
+

 то ( ) Ф .i
di

R r d
ω

γ + δ = −
+ γ

 Таким об-

разом, при относительно небольшом значении параметра L
R r
ω

δ =
+

 ток  

в катушке определяется периодической функцией изменения потока со 
сдвигом по фазе, равным δ: 

 

( ) ( )Ф
.i

i
d

i
R r d

γ − δω
γ ≅ −

+ γ
              (9) 
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Поскольку ( )L R rω << +  (условие малости тока) легко выполняется  
в случае катушек без сердечников, тем более для низкооборотных генера-
торов, запишем выражение для энергии катушек в системе в явном виде 

 
 

( )
1

360 360, 2 2

360 3602 2 .

sN

n s s

s s

FN n nU dB dB
R r N N

n ndB dB
N N

=

    ω γ µ = + γ + µ − δ − + γ −µ − δ ×     +      
     × + γ + µ − + γ −µ    

      

∑

∫ ∫
(10) 

 

Предположим, что определенная при помощи (10) картина пи-резонан- 
сов в системе будет сохраняться для любых токов (без наложения условия 
малости δ), поскольку отсутствуют физические причины нарушения сим-
метрии магнитно-механической системы статор – ротор с возрастанием 
тока нагрузки. Гипотеза проверена прямым сравнением расчетов, выпол-
ненных по (10) и путем численного интегрирования (6). Установлено, что 
таблицы пи-резонансов, получаемые указанными способами, идентичны, 
во всяком случае для рассмотренных модельных функций магнитной ин-
дукции. При этом вычисления по (10) существенно проще. 

 

Численный эксперимент 
 

В качестве модельных функций плотности магнитного потока исполь-
зуем физически правдоподобные гладкие периодические симметрич- 
ные (в рамках одного периода) функции: 

 
 

( ) ( )1 sin ,пdB γ = γ       (11) 
 
 

где п – целое положительное число. 
Функции (11) могут рассматриваться как базис для аппроксимации бо-

лее сложных функций потенциала. Основанием для такого утверждения 
является то, что функции синуса в степени n представимы в виде конечных 
рядов Фурье с высшим членом порядка n, и, таким образом, линейная ком-
бинация модельных функций (11) до степени n обеспечивает аппроксима-
цию произвольной функции с точностью, эквивалентной Фурье-разло- 
жению этого же порядка. Первообразные (неопределенные интегралы) 
функций (11) выражаются в явном виде [11]: 

 

sin cos ;γ = γ∫  
 
 

( )2 sin 2sin ;
2 4
x γ

γ = −∫  
 
 

( )
3

3 cossin cos ;
3
γ

γ = − γ∫           (12) 
 

( )4 3 sin 2 sin 4sin .
8 4 32
x γ γ

γ = − +∫  
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Для наглядности приведем вид функций синуса, его четных и нечетных 
степеней (2)–(5) (рис. 3). 

 
                                   a                                b  

5

0

5

          
5

0

5

 
         
                                      c 

 

 

Рис. 3. Модельные функции плотности  
магнитного потока:  

а – синусоидальный; b – функция sin2x;  
c – функция sin3x 

 

Fig. 3. Model functions of magnetic  
flow density: а – sinusoidal;  

b – function sin2x; c – function sin3x 

 
 

Функции с нечетными степенями n характеризуются симметричными 
максимумами и минимумами, в то время как у функций с четными степе-
нями n  максимумы и минимумы различны (рис. 3). Ввиду этого функции  
с нечетными степенями адекватны системе с чередующейся ориентацией 
полярности магнитов, а с четными – системе с постоянной ориентацией их 
полюсов. Рассмотрим отдельно взаимодействия статор – ротор для ряда 
модельных функций (11) с нечетными и четными степенями.  

Суммарная энергия катушек в поле как функция угла поворота ротора 
получается подстановкой соответствующих функций (11), (12) в (10) и по-
следующим численным расчетом. Простейшее качественное исследование 
графика функции позволяет построить таблицы пи-резонансов для случая 
работы генератора при стабильной нагрузке (табл. 1–3), где Ns – число ка-
тушек с сердечниками на статоре, Nr – число магнитов на роторе (для си-
стем с постоянной полярностью магнитов) или периодов функции плотно-
сти магнитного поля (для систем с чередующейся полярностью магнитов), 
цифрами обозначено число осцилляций функции U(γ) за один оборот рото-
ра, пустые ячейки показывают отсутствие осцилляций. С практической 
точки зрения пи-резонанс обеспечивает плавный ход ротора.  

В табл. 1 представлены пи-резонансы в системе статор – ротор с базо-
вой модельной функцией плотности магнитного поля dB1(γ) = sinγ. 

Интересно, что для модельной функции dB1(γ) = sin2γ таблица пи-
резонансов качественно не отличается от случая dB1(γ) = sinγ. 

Расчет соответствующих взаимодействий для модельных функций (11) 
с различными n показывает общую закономерность: с повышением степе-
ни n множество комбинаций {Ns, Nr}, обеспечивающих пи-резонанс, 
уменьшается, осциллирующее силовое взаимодействие становится более 
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универсальным свойством системы. При этом амплитуда энергии взаимо-
действия, как правило, уменьшается для вновь появляющихся комбина- 
ций {Ns, Nr}, а также с повышением количества периодов (частоты) осцил-
ляций взаимодействия. 

 

Таблица 1 
Пи-резонансы в системе статор – ротор нагруженного генератора  

для функции плотности магнитной индукции dB1(γ) = sinγ  
 

Pi resonances in the stator – rotor system of a loaded generator  
for the magnetic induction density function dB1(γ) = sinγ 

 

Ns 
Nr 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 
3   6   12   18   24   30  
4  4  8  12  16  20  24  28  32 
5     10 0    20     30  
6   6   12   18   24   30  
7       14       28   
8    8    16    24    32 
9         18        
10     10     20     30  
11           22      
12      12      24     
13             26    
14       14       28   
15               30  
16        16        32 

 
Приведем сводные таблицы, в которых обобщены качественные ре-

зультаты расчетов для ряда функций sinγ, sin3γ, sin5γ, соответствующего 
случаю чередующихся полюсов магнитов (табл. 2), и ряда функций sin2γ, 
sin4γ, sin6γ, соответствующего случаю постоянной ориентации полюсов 
магнитов (табл. 3). 

В табл. 2 без затемнения оставлены ячейки, соответствующие пи-ре- 
зонансам для трех модельных функций с n = 1, 3, 5. Темно-серым цветом 
выделены ячейки, исключенные из пи-резонанса для модельной функции 
синуса (n = 1), серым – дополнительно исключаемые из пи-резонанса при 
модельной функции с n = 3, светло-серым – дополнительно исключаемые 
из пи-резонанса при модельной функции с n = 5. Цифры в ячейках показы-
вают число периодов в зависимости U(γ), приходящихся на один полный 
оборот ротора, для случая с n = 5. Характеризуя таблицу качественно, 
можно сказать, что более светлые ячейки соответствуют более благоприят-
ным параметрам системы с точки зрения плавности хода ротора (уменьше-
ния подергиваний). 
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Таблица 2 
Пи-резонансы в системе статор – ротор нагруженного генератора  

для функции плотности магнитной индукции  dB1(γ) = sinnγ  при  n = 1, 3, 5 
 

Pi resonances in the stator – rotor system of a loaded generator  
for the magnetic induction density function dB1(γ) = sinnγ  at  n = 1, 3, 5 

 

Ns 
Nr 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 
3 6 12 6 24 30 12 42 48 18 60 66 24 78 84 30 96 102 36 114 120 
4 4 4 12 8 20 12 28 16 36 20 44 24 52 28 60 32 68 36 76 40 
5 10 20 30 40 10 60 70 80 90 20 110 120 130 140 30 160 170 180 190 40 
6 6 12 6 24 30 12 42 48 18 60 66 24 78 84 30 96 102 36 114 120 
7       14       28       
8 8 8 24 8 40 24 56 16 72 40 88 24 104 56 120 32 136 72 152 40 
9   18   36   18   72   90   36   
10 10 20 30 40 10 60 70 80 90 20 110 120 130 140 30 160 170 180 190 40 
11           22          
12  12 12 24  12  48 36 60  24  84 60 96  36  120 
13             26        
14       14       28       
15   30  30 60   90 60  120   30   180  120 
16  16  16  48  16  80  48  112  32  144  80 
17                 34    
18   18   36   18   72   90   36   
19                   38  
20  20  40 20 60  80  20  120  280 60 160  180  40 

 
Аналогично в табл. 3 темно-серым цветом выделены ячейки, исклю-

ченные из пи-резонанса уже при базовой модельной функции синуса (ка- 
чественно случаи sinγ и sin2γ не отличаются), серым – дополнитель- 
но исключаемые из пи-резонанса при модельной функции с n = 4, светло-
серым – дополнительно исключаемые из пи-резонанса при модельной  
функции с n = 6. Цифры в ячейках показывают число периодов функ- 
ции U(γ), приходящихся на один полный оборот ротора, для случая  
с n = 6. Как и для табл. 2, более светлые ячейки соответствуют более бла-
гоприятным параметрам с точки зрения плавности хода ротора для систе-
мы с постоянной ориентацией магнитов. 

В целом ряд модельных функций четных степеней обеспечивает несколько 
более благоприятные условия для пи-резонанса, поскольку в табл. 3 больше 
ячеек, соответствующих пи-резонансу в системе, по сравнению с табл. 2. 

Численным экспериментом установлено, что для рядов модельных 
функций как с четным, так и нечетным n при постоянных значениях Ns, Nr 
число осцилляций (периодов) в U(γ), приходящихся на полный оборот ро-
тора, не меняется при увеличении или уменьшении n на четное число, если 
только при меньшем из значений n не обеспечивается пи-резонанс. Поэто-
му указанные в табл. 2, 3 значения числа периодов распространяются на 
все n одной четности. 
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Таблица 3 
Пи-резонансы в системе статор – ротор нагруженного генератора  

для функции плотности магнитной индукции dB1(γ) = sinnγ  при n = 2, 4, 6 
 

Pi resonances in the stator – rotor system of a loaded generator  
for the magnetic induction density function dB1(γ) = sinnγ  at  n = 2, 4, 6 

 

Ns 
Nr 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
2 2 2 6 4 10 6 14 8 18 10 22 12 26 14 30 16 34 18 38 20 
3 3 6 3 12 15 6 21 24 9 30 33 12 39 42 15 48 51 18 57 60 
4 4 4 12 4 20 12 28 8 36 20 44 12 52 28 60 16 68 36 76 20 
5 5 10 15 20 5 30 35 40 45 10 55 60 65 70 15 80 85 90 95 20 
6 6 6 6 12 30 6 42 24 18 30 66 12 78 42 30 48 102 18 114 60 
7       7       14       
8  8  8  24  8  40  24  56  16  72  40 
9   9   18   9   36   45   18   
10  10  20 10 30  40  10  60  70 30 80  90  20 
11           11          
12  12 12 12  12  24 36 60  12  168 60 48  36  60 
13             13        
14       14       14       
15   15  15 30   45 30  60   15   90  60 
16    16    16    48    16    80 
17                 17    
18   18   18   18   36   90   18   
19                   19  
20    20 20   40  20  60   60 80    20 

 
Общей особенностью, как и в случае работы без нагрузки [8], является 

то, что ячейки, обозначающие пи-резонанс, остаются локализованными 
около диагональных элементов таблицы. Кроме того, пи-резонанс пре-
имущественно наблюдается при Nr, Ns, соответствующих простым числам. 

 
Компенсация паразитных моментов при условии Nr = Ns 
 

При равенстве числа магнитов и катушек статора (табл. 1–3, диагональ-
ные ячейки) в общем случае возникает осцилляция момента вращения вала 
генератора. Однако при отсутствии магнитных сердечников катушек дан-
ное свойство не является универсальным. Неравномерное зацепление ста-
тора и ротора может быть компенсировано за счет выбора размера катушек 
и их перекрытия (эффективного сектора, занимаемого катушкой). Действи-
тельно, в рассматриваемой постановке задачи взаимодействие катушки  
и поля ротора определяется интегралом (10), который берется по углу μ, 
занимаемому катушкой. Ввиду существенной площади сечения проводни-
ков катушек эффективная площадь сечения катушки меньше внешней (га-
баритной) ее площади, и при раздельном расположении последних сектор 
магнитного поля, взаимодействующего с катушкой, меньше базового сек-
тора 0 360 .sNµ =  Именно такое условие принималось при расчете табл. 1–3. 
Однако при увеличении размера катушек и определенном наложении их 
друг на друга угол μ  может стать равным или превзойти μ0. Числен- 
ный расчет показывает, что когда 0,µ = µ  пи-резонанс имеет место и в слу-
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чае Nr = Ns. При этом остальная часть таблицы пи-резонансов не претер- 
певает изменения. На рис. 4 представлена амплитуда осциллирующей 
функции U(γ) в зависимости от безразмерного эффективного сектора, за-
нимаемого катушкой, для различных значений Nr. Значение комплек- 
са ( )FN R rω +  при расчете (10) принималось равным 1. 

 

 
 

Рис. 4. Амплитуда функции U(γ) в зависимости от относительного угла сектора,  
занимаемого катушкой μ/μ0: 1 – Nr = Ns = 5; 2 – 9 

 

Fig. 4. Amplitude of U(γ) as a function of the relative angle of the sector occupied  
by the coil μ/μ0: 1 – Nr = Ns = 5; 2 – 9 

 
Из графика (рис. 4) видно, что амплитуда U(γ) является существенно 

нелинейной функцией. Интенсивность осцилляций момента обращается  
в нуль при μ/μ0 = 1, растет при отклонении от этого значения (как в мень-
шую, так и в большую сторону) и достигает максимума при μ/μ0 ~ 0,5. 

 

Случай двух статоров. Скрытая симметрия системы 
 

При использовании двух статоров, расположенных c двух сторон от ро-
тора, характер взаимодействия с каждым из них по отдельности остается 
прежним. В силу аддитивности и независимости  взаимодействия, если пи-
резонанс реализуется для одного статора, он сохранится и для двух одина-
ковых статоров, несмотря на их взаимное угловое расположение.  

Если при этом два статора располагаются с угловым сдвигом 360/(2Ns), 
соответствующим углу симметрии системы катушек, они образуют перио-
дическую структуру и взаимодействуют как единая система с удвоенным 
количеством катушек. Например, для синусоидальной плотности магнит-
ной индукции при Nr = 9, Ns1 = 6, Ns2 = 6 (индексы 1, 2 обозначают первый 
и второй статоры) система закономерно дает осциллирующий потен- 
циал U(γ) с 18 периодами, как и при взаимодействии с каждым по отдельно-
сти. Однако если сдвиг угла расположения обоих статоров 360/(2Ns) = 30°, 
произойдет полная компенсация паразитных моментов в соответствии  
с табл. 1. Характер приближения к пи-резонансу показан на рис. 5,  
где штриховой вертикальной линией обозначен угол сдвига, соответству-
ющий симметричному равноудаленному расположению статоров. Из при-
веденного графика видно, что имеет место линейное приближение к состо-
янию пи-резонанса.  

 0,5     0,6     0,7      0,8     0,9  1,1     1,2     1,3      1,4     1,5    µ/µ0 

U, Дж 
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Рис. 5. Энергия взаимодействия ротор – статор в зависимости от угла сдвига  
первого и второго статоров αshift: Nr = 9, Ns1 = 6, Ns2 = 6 

 

Fig. 5. Stator – rotor interaction energy as a function of angular shift between  
the first and the second stators αshift: Nr = 9, Ns1 = 6, Ns2 = 6 

 
В рассматриваемой системе, как и в случае задачи о нулевом моменте 

трогания [8], обнаруживается скрытая симметрия: пи-резонанс реализует- 
ся не только при симметричном равноудаленном расположении стато- 
ров (αshift = 30°), но и при дальнейшем смещении одного из них на целое 
число базовых углов симметрии магнитной системы θ0 = 360/(2Nr) (в дан-
ном случае 20°) (рис. 5). Разумеется, такой эффект может возникнуть толь-
ко при высокой геометрической точности размещения катушек и симмет-
ричном расположении статоров по обе стороны от ротора, что требует спе-
циального подхода при конструировании и изготовлении генератора. 
Закономерности, связанные с точностью положения магнитов и катушек, 
обсуждены в [8]. 

Другой тип скрытой симметрии системы обнаруживается, ког- 
да Ns1 = Ns2  и Nr = Ns1 + Ns2. В этом случае при симметричном равно- 
удаленном выстраивании катушек пи-резонанс не возникает (табл. 2, 3). 
Однако он может появиться при сдвиге одного ротора от симметричного 
расположения на половину базового угла симметрии магнитной систе- 
мы θ0/2 = 360/(4Nr) (в данном случае 9°) (рис. 6). 

В случае 1 2s sN N≠  пи-резонанс в системе не выявлен. Более полное 
рассмотрение вопроса о скрытой симметрии в системе требует отдельного 
исследования. 

 

 
 

Рис. 6. Энергия взаимодействия ротор – статор в зависимости от угла сдвига  
первого и второго статоров αshift: Nr = 10, Ns1 = 5, Ns2 = 5 

 

Fig. 6. Stator – rotor interaction energy as a function of angular shift between  
the first and the second stators αshift: Nr = 10, Ns1 = 5, Ns2 = 5 

U, Дж 
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ВЫВОДЫ 
 
1. Методом численного эксперимента исследована работа генератора на 

постоянных магнитах при стабильной нагрузке. Рассмотрен вопрос о сим-
метрийно-резонансном механизме компенсации осцилляций момента вра-
щения генератора при определенной симметрии поля постоянных магни-
тов. Эффект полной компенсации осцилляций назван пи-резонансом.  
Показано, что компенсация паразитных моментов в генераторе на постоян-
ных магнитах при работе с постоянной нагрузкой реализуется аналогично 
случаю трогания генератора и работы без нагрузки. Конфигурации числа 
магнитов и катушек {Nr, Ns}, обеспечивающих пи-резонанс, локализуются 
вблизи главной диагонали таблицы пи-резонансов и при значениях Nr, Ns, 
соответствующих простым числам.  

2. Общей тенденцией является то, что число конфигураций {Nr, Ns}, 
обеспечивающих пи-резонанс, уменьшается с увеличением степени синуса 
для семейства модельных функций плотности магнитной индукции (11). 
Поскольку модельные функции sin(γ)п разлагаются в ряд Фурье степе- 
ни п, этот же вывод относится и к другим функциям, аппроксимируемым 
рядами Фурье той же степени. 

3. Показано, что за счет выбора размера катушек и степени перекрытия 
площади потокосцепления возможна компенсация осцилляций при равен-
стве числа периодов постоянного магнитного поля и катушек (Nr = Ns).  
Однако при наличии сердечников катушек такая компенсация невозможна. 

4. Рассмотрена работа генератора при наличии двух статоров, располо-
женных с двух сторон от  ротора. Паразитные моменты в такой системе 
могут компенсироваться аналогично случаю одного статора при условии 
симметричного равноудаленного расположения статоров. При этом в си-
стеме с двумя статорами обнаружена дополнительная (скрытая) симмет-
рия, в силу которой пи-резонанс может реализоваться не только при сим-
метричном взаимном их расположении, но и при сдвигах, определяемых 
симметрией поля постоянных магнитов и катушек статора. 

5. Исследование позволяет дать рекомендации по симметрийной кон-
фигурации и количеству магнитов и катушек в системе статор – ротор ге-
нератора на постоянных магнитах. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при конструировании электромоторов на постоянных магни-
тах, для которых задача компенсации паразитных моментов также важ- 
на [12]. Продолжением настоящего исследования может стать решение за-
дачи о компенсации паразитных моментов в случае конкретных схем ком-
мутации катушек и нагрузки электрической машины. 
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Реферат. В статье представлена двумерная конечно-элементная модель магнитного поля 
магнитной системы синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками. 
Выявлены особенности распределения магнитных потоков (основного, краевого эффекта, 
рассеяния) в магнитной системе и построены эквивалентные схемы магнитной цепи иссле-
дуемой электрической машины при различных положениях зубца статора относительно 
полюсов ротора. Обоснована необходимость учета краевого эффекта и зависимости вели-
чины потока рассеяния через зубцы статора от координаты положения ротора, что нашло 
отражение в разработанной аналитической модели для определения потока рассеяния через 
зубцы статора синхронной электрической машины с дробной зубцовой обмоткой. Проведе-
на проверка адекватности аналитических выражений посредством численного метода (ме-
тода конечных элементов). Полученная погрешность расчетов обусловлена принятыми  
допущениями при построении эквивалентной схемы магнитной цепи исследуемой элект- 
рической машины. Незначительное расхождение результатов аналитического расчета  
и численного эксперимента показывает, что предложенная модель дает возможность ре-
шить задачу количественного определения величины магнитного потока рассеяния через 
зубцы статора с высокой точностью. Кроме того, она позволяет установить влияние геомет-
рических параметров магнитной цепи на характер изменения периодической функции пото-
ка рассеяния через зубец статора при наименьших временных затратах, что имеет очевид- 
ную практическую значимость. Представленная аналитическая модель может применять- 
ся в процессе оптимизации синхронной электрической машины с дробными зубцовыми 
обмотками. 
 

Ключевые слова: синхронная электрическая машина, магнитный поток рассеяния, теория 
магнитных цепей, метод конечных элементов 
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Development of an Analytical Model for Determining  
the Magnetic Flux of Scattering through the Gears  
of the Stator of a Synchronous Electric Machine  
with a Fractional Gear Winding 
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1)Military Academy of the Republic of Belarus (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. The article presents a two-dimensional finite element model of the magnetic field of  
a magnetic system of a synchronous electric machine with fractional gear windings. The specific 
features of the distribution of magnetic fluxes (main effect, edge effect, scattering) in the magnetic 
system have been revealed and equivalent circuits of the magnetic circuit of the electric machine 
under study have been constructed at different positions of the stator gear relative to the rotor 
poles. The necessity of taking into account the edge effect and the dependence of the scattering 
flux through the gears of the stator on the coordinate of the rotor position has been justified, which 
is reflected in the analytical model that has been developed for determining the scattering flux 
through the gears of the stator of a synchronous electric machine with a fractional gear winding. 
The adequacy of analytical expressions was verified by means of a numerical method (finite  
element method). The resulting calculation error is due to the assumptions made when construс- 
ting an equivalent circuit of the magnetic circuit of the electric machine under study. A slight dis-
crepancy between the results of the analytical calculation and the numerical experiment shows that 
the proposed model makes it possible to solve the problem of quantifying the magnitude of  
the magnetic flux scattering through the gears of the stator with high accuracy. In addition,  
this ensures an accurate determination of the influence of the geometric parameters of the mag- 
netic circuit on the nature of the change in the periodic function of the scattering flow through  
the stator gear in the shortest time, which is of an obvious practical significance. The presented 
analytical model can be used in the process of optimizing a synchronous electric machine with 
fractional gear windings. 
 

Keywords: synchronous electric machine, magnetic scattering flux, theory of magnetic circuits, 
finite element method 
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Введение 
 
В системах электроснабжения автономных объектов широко применя-

ются синхронные электрические машины с постоянными магнитами (ПМ), 
что объясняется их надежностью, простотой конструкции, высокими  
коэффициентами полезного действия и мощности по сравнению с други- 
ми классами электрических машин [1, 2]. В этом классе выделяют груп- 
пу синхронных электрических машин с дробными зубцовыми обмотка- 
ми (СЭМ с ДЗО), которые имеют сниженную удельную массу за счет 
уменьшения длины лобовых частей обмотки, осевых размеров электриче-
ской машины, ширины ярма магнитопровода статора и ярма ротора [3]. 
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Однако двусторонняя зубчатость (наличие открытых и полузакрытых  
пазов) магнитной системы СЭМ с ДЗО и многополюсная структура ротора 
обусловливают повышенный магнитный поток рассеяния через зубцы ста-
тора, который может составлять 50 % и более от общего потока рассеяния. 
Это вызывает дополнительные потери, непосредственно влияющие на ве-
личину основного магнитного потока через рабочую обмотку и соответ-
ственно на ЭДС исследуемой электрической машины [4]. Поэтому учет 
величины магнитного потока рассеяния через зубцы статора весьма важен 
при математическом моделировании и электромагнитном расчете СЭМ 
с ДЗО [5–7]. Кроме того, наличие адекватной информации о величине об-
щего магнитного потока рассеяния необходимо для решения задач синтеза 
систем управления СЭМ с ДЗО [8].  

Существующие научные труды в области изучения и оценки потерь 
СЭМ с ДЗО в основном сосредоточены на исследовании потоков рассеяния 
как функции от величины воздушного зазора [9] и геометрических пара-
метров электромагнитной системы СЭМ с ДЗО [9–11] или зависимости 
потоков рассеяния от конструкции ротора [12]. Однако при аналитическом 
моделировании потока рассеяния через зубцы статора не учитываются кра-
евой эффект и зависимость величины такого потока от координаты поло-
жения ротора. 

Таким образом, необходимо разработать аналитическую модель для оп- 
ределения магнитного потока рассеяния через зубцы статора СЭМ с ДЗО, 
учитывающую краевой эффект и зависимость величины потока рассеяния 
через зубцы статора от координаты положения ротора. 

 
Разработка аналитической модели  
 
Особенностью СЭМ с ДЗО является то, что одному полюсному деле-

нию ротора соответствует не целое, а дробное число зубцовых (пазовых) 
делений статора. При этом в таких электрических машинах схема обмотки 
над полюсом или парой полюсов не может быть дублирована для построе-
ния всей обмотки. Правила определения схемы и параметров обмотки,  
а также числа ПМ для СЭМ с ДЗО приведены в [3]. 

На рис. 1 показан внешний вид СЭМ с ДЗО со следующими параметра-
ми: число пар полюсов ротора 7,p =  число зубцов магнитопровода (МПр) 
статора 1 12,z =  число зубцов на полюс и фазу 2 7.q =  Схемы линейной 
развертки электромагнитной системы и трехфазной обмотки исследуе- 
мой СЭМ с ДЗО представлены на рис. 2 (A, B, C – начало фазных обмоток; 
Х, Y, Z – концы фазных обмоток). 

Для аналитического представления потоков рассеяния СЭМ с ДЗО 
применяется эквивалентная схема замещения магнитной цепи электриче-
ской машины, построенная с учетом наиболее вероятных путей распро-
странения магнитных потоков в магнитной системе [13–15].  
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Рис. 2. Схемы линейной развертки электромагнитной системы (a) и обмотки (b)  
синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками 

 

Fig. 2. Diagrams of the linear sweep of the electromagnetic system (a) and the winding (b)  
of the synchronous electric machine with fractional gear winding 

 
Моделирование магнитного поля СЭМ с ДЗО. Для выявления основ-

ных магнитных потоков в магнитной системе и построения эквивалентной 
схемы магнитной цепи электрической машины необходимо создать и ис-
следовать двумерную конечно-элементную модель (ДКЭМ) магнитного 
поля (МП) магнитной системы СЭМ с ДЗО.  

Основные этапы создания ДКЭМ МП [16–19]: ввод геометрических 
объектов; задание свойств сред, источников поля (задание тока в обмотках, 
для ПМ – коэрцитивной силы) и граничных условий (на внутренних и 
внешних границах областей задаются граничные условия Неймана и Дири-
хле); построение сетки конечных элементов во всех блоках, входящих в 
расчетную область. 

На рис. 3 представлены ДКЭМ МП тех областей магнитной систе- 
мы СЭМ с ДЗО (области 1–4), которые имеют магнитные потоки различно-
го характера и потому особенно интересны в исследовании картины распре-
деления МП. Обозначенные области магнитной системы определяют четыре 
типовых случая относительного положения зубца статора и полюса ротора:  

– строго рассогласованное состояние (область 1); 
– частично рассогласованное состояние (область 2); 
– частично согласованное состояние (область 3); 
– строго согласованное состояние (область 4). 

Рис. 1. Внешний вид синхронной  
электрической машины  

с дробными зубцовыми обмотками 
 

Fig. 1. Exterior appearance of the synchronous 
electric machine  

with fractional gear winding 
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Рис. 3. Двумерная конечно-элементная модель магнитного поля магнитной системы  
обмотки синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками 

 

Fig. 3. Two-dimensional finite element model of the magnetic field of the magnetic system  
of the synchronous electric machine with fractional gear winding 

 
Как показал анализ ДКЭМ МП, в магнитной системе СЭМ с ДЗО суще-

ствуют различные магнитные потоки: 
• основной магнитный поток Фδо, содержащий магнитный поток, сосре-

доточенный в воздушном зазоре между полюсами Фδ, и краевой поток (по-
ток краевого эффекта) Фe. Сцепляется с витками рабочей обмотки (форми-
рует потокосцепление) и имеет важное значение в процессе преобразова-
ния энергии; 

• поток краевого эффекта Фe, проходящий через воздушные промежут-
ки по краям полюсов (зубцов МПр) и замыкающийся по МПр. Также сцеп-
ляется с витками рабочей обмотки (формирует потокосцепление);  

• поток рассеяния Фσ, который не сцепляется с витками рабочей об- 
мотки генератора. Для СЭМ с ДЗО существует несколько потоков рассея-
ния: через зубец σФ ,z  пазового рассеяния σФ ,sl  через воздушный зазор δ

σФ ,  

на конце ПМ ПМ
σФ .  Из них только поток рассеяния через зубец σФz  зависит 

от координаты положения ротора. Функция его изменения носит периоди-
ческий характер. При этом число периодов изменения такой функции 
вдоль воздушного зазора исследуемой электрической машины определяет-
ся как наибольший общий делитель числа зубцов статора и числа полюсов 
ротора ( )1,2 .z p  

Эквивалентная схема магнитной цепи СЭМ с ДЗО. При построении 
эквивалентной схемы магнитной цепи СЭМ с ДЗО принят ряд традицион-
ных допущений [1, 6, 7, 13]: потери в МПр от вихревых токов и магнитное 
сопротивление МПр не учитываются; ПМ стабилизирован, положение  
рабочей точки ПМ Ao (рис. 4) в процессе работы не меняется; МПр не 
насыщен. 
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Рис. 4. Кривая размагничивания постоянного магнита 
 

Fig. 4. Demagnetization curve of permanent magnet 
 

На рис. 4: rB  – остаточная индукция ПМ; оА  – рабочая точка ПМ;  

рB  – магнитная индукция рабочей точки ПМ; рH  – напряженность МП ра-

бочей точки ПМ; cH  – коэрцитивная сила по индукции; cfH  – фиктивная 
коэрцитивная сила. 

С учетом выявленных основных магнитных потоков (рис. 3), а также 
принятых допущений магнитной системе СЭМ с ДЗО (рис. 2) может быть 
поставлена в соответствие эквивалентная схема магнитной цепи (рис. 5). 

 

δ1G

ПМ1F ПМ2F

δ1Ф

σ1
zG1eG δ2G 2eG

σ
slG

δ
σG

ПМ
σGПМ

σG

1wF 2wF

1Фe

δоФ

σ
zF

δ2Ф 2Фe

σ
slF

ПМ
σFПМ

σF δ
σF

δоФ

ПМG ПМG

σ2
zG

Двухмерная конечно-элементная модель 
магнитного поля

 
Рис. 5. Эквивалентная схема магнитной цепи синхронной электрической машины  

с дробными зубцовыми обмотками 
 

Fig. 5. Equivalent circuit of the magnetic circuit of the synchronous electric machine  
with fractional gear winding 

 
 
 

На рис. 5: Ge1(2) – магнитная проводимость воздушных промежутков  
по путям потоков краевого эффекта; Gδ1(2) – то же воздушных зазоров;  
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δ ПМ
σ σ σ σ, , ,z slG G G G  – то же воздушных промежутков по путям потоков рас-

сеяния соответственно через зубец, воздушный зазор, на конце ПМ, пазо-
вого; ПМG  – то же ПМ; ( )1 2wF  – магнитодвижущая сила (МДС) рабочей  

обмотки; ( )ПМ1 2F  – МДС ПМ; индексы 1, 2 относятся к левому и правому 

ПМ (катушке зубца) соответственно. 
В СЭМ с ДЗО поток рассеяния через зубец изменяется в зависимости от 

относительного положения зубца статора и полюсов ротора. Соответствен-
но проводимость σ

zG  является зависимой от координаты положения ротора 
переменной. Характерные для СЭМ с ДЗО двусторонняя зубчатость кон-
струкции и многополюсная структура ротора обусловливают сложный ха-
рактер изменения МП в воздушном зазоре исследуемой электрической 
машины. Поэтому для повышения точности расчета магнитного потока 
через рабочую обмотку СЭМ с ДЗО необходимо определить поток рассея-
ния через зубец статора как функцию от координаты положения ротора  
с учетом краевого эффекта в воздушном зазоре.  

Расчет потока рассеяния через зубец статора σФz  выполняется аналити-
ческим методом с использованием эквивалентной схемы магнитной цепи 
электрической машины посредством расчета магнитных проводимо- 
стей σ

zG  по путям потоков σФz  при различных положениях зубца статора 
относительно полюсов ротора (рис. 3, области 1–4).  

На рис. 6–9 выделены элементарные магнитные проводимости рас- 
сеяния ( ) ( ) ( ) ( )м1 2 м1 2 1 2 1 2, , ,air airdG dG dG dG′ ′′ ′ ′′  по путям магнитных потоков 

( ) ( )1 2 1 2
σ σ σФ , Ф , Фz zz ′ ′′  и представлены соответствующие им эквивалентные 

схемы магнитных цепей для областей 1–4 магнитной системы (рис. 3). 
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Рис. 6. Элементарные проводимости рассеяния (а)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 1 

 

Fig. 6. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 1 
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Рис. 7. Элементарные проводимости рассеяния (a)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 2 

 

Fig. 7. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 2 
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Рис. 8. Элементарные проводимости рассеяния (a)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 3 

 

Fig. 8. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 3 

 
На рис. 6–9: ( )м1 2 ,dG′  ( )м1 2dG′′  – элементарная проводимость участка ПМ 

по пути потоков краевого эффекта 1(2)z
σ′F  и воздушного зазора ( )1 2z

σ′′F  со-
ответственно; ( )1 2 ,airdG′  ( )1 2airdG′′  – то же участков по воздуху по пути пото-

ков краевого эффекта 1(2)z
σ′F  и воздушного зазора ( )1 2z

σ′′F  соответственно; 
bПМ – ширина ПМ, м; b∆  – ширина межполюсного участка, м; х∆  – изме-
нение координаты положения ротора относительно положения статора, м; 
hПМ – толщина ПМ, м; δ  – величина воздушного зазора, м; ( ) ( )1 2 1 2

σ1 σ2,z zr r  – 
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внутренний и наружный радиусы, ограничивающие зону потоков рассея-
ния через зубец, м; ( )1 2

σ
zx  – часть ПМ, находящаяся в рабочем воздушном 

зазоре и зоне потока рассеяния через зубец, м. 
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Рис. 9. Элементарные проводимости рассеяния (a)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 4 

 

Fig. 9. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 4 

 

При перемещении подвижной части ( )1 2
σ1 ,zr  ( )1 2

σ2 ,zr  ( )1 2
σ
zx  зависят от ко-

ординаты положения ротора. Каждая пара элементарных проводимостей 
для бесконечно тонкого слоя dρ или dх состоит из двух последовательно 
соединенных участков: воздушного промежутка и ПМ [13]. Полагаем,  
что элементарные магнитные проводимости рассеяния по воздуху пред-
ставляются в виде тонких слоев dρ, ограниченных дугами окружностей 
радиуса ρ, сопряженных с небольшими прямолинейными участками,  
а в зоне воздушного зазора – только прямолинейными участками [13]. 

Элементарные проводимости рассеяния эквивалентных схем магнит-
ных цепей носят один и тот же характер (рис. 8b, 9b). Поэтому целесооб-
разно эквивалентные схемы магнитных цепей с элементарными проводи-
мостями рассеяния (рис. 6b, 7b, 8b, 9b) представить в виде рис. 10.  

Суммарные элементарные магнитные проводимости рассеяния по пу-
тям магнитных потоков ( ) ( )1 2 1 2

σ σ σФ , Ф , Ф :z z z′ ′′  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

σ1 2 м1 2 1 2 м1 2 1 2 ;z
air airdG dG dG dG dG

−
′ ′ ′ ′ ′= +   (1) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

σ1 2 м1 2 1 2 м1 2 1 2 ;z
air airdG dG dG dG dG

−
′′ ′′ ′′ ′′ ′′= +   (2) 

 

( ) ( ) ( )σ1 2 σ1 2 σ1 2 .z z zdG dG dG′ ′′= +              (3) 
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Рис. 10. Преобразованные эквивалентные схемы магнитных цепей  
с элементарными проводимостями рассеяния для области: a – 1; b – 2; c – 3, 4 

 

Fig. 10. Transformed equivalent circuits of magnetic circuits  
with elementary scattering conductivities for area: a – 1; b – 2; c – 3, 4 

 
Порядок расчета элементарных проводимостей рассеяния. Элемен-

тарные магнитные проводимости рассеяния представим в следующем виде: 
– для области 1: 
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– для области 2: 
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– для области 3: 
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– для области 4: 
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где μ r  – внутренняя проницаемость ПМ, Гн/м; l  – длина ПМ в направ- 
лении, перпендикулярном плоскости рисунка (эффективная длина), м;  

0μ – абсолютная магнитная проницаемость вакуума, Гн/м. 
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С учетом выражений (1), (2) получим: 
– для области 1: 
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– для области 2: 
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– для области 3: 
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– для области 4: 
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Проведя интегрирование (8)–(11), получим:  
– для области 1: 
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– для области 2: 
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– для области 3: 
 

1 2
0 σ2 0 σ

σ1 σ21
σ1

μ μln ;  ;
0,5π 0,5π

z z
z z

z
l a r l xG G

aa r
 +′ ′′= = 

+ 
 (14) 

 

– для области 4: 
 

1 2
0 * σ2 0 σ

σ1 σ2
* *

μ μln ;  .
π π

z z
z zl a r l xG G

a a
 +′ ′′= = 
 

 (15) 

Из (12)–(15) с учетом (3) получим полные проводимости рассеяния 

σ1,zG  σ2:
zG   
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– для области 1: 
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– для области 4: 
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На рис. 11 представлена эквивалентная схема магнитной цепи с уче- 

том (16)–(19) для расчета полных проводимостей рассеяния по путям по- 
тока через зубец статора СЭМ с ДЗО.  

 

 
 
 
 

Рис. 11. Эквивалентная схема магнитной цепи  
с полными проводимостями рассеяния 

 

Fig. 11. Equivalent circuit of a magnetic circuit 
with total scattering conductivities 

 

Для определения потока σФz  с учетом эквивалентной схемы магнитной 
цепи (рис. 11) составим уравнение равновесия МДС: 

 

( )( ) 1
ПМ1 ПМ2 σ σ1 σ2 σ1 σ2Ф .z z z z zF F G G G G

−
+ = +  (20) 

 

Из (20) следует, что магнитный поток рассеяния через зубец 
 

( ) ( )
1

σ σ1 σ2 σ1 σ2 ПМ1 ПМ2Ф .z z z z zG G G G F F
−

= + +  (21) 

 
Результаты моделирования 
 

Проверку адекватности аналитических выражений для определения 
магнитного потока рассеяния через зубец статора СЭМ с ДЗО корректно 
проводить в сравнении с результатами расчета посредством численного 
метода (метода конечных элементов). Расчет проводится для СЭМ с ДЗО  
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с внешним ротором и радиально намагниченными ПМ ( 2 7,q =  рис. 1). 
Исходные данные для расчета представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1  

Исходные данные для моделирования 
 

Initial data for modeling 
 

Наименование параметра Значение 
Число зубцов статора z1 12 
Число полюсов статора 2р 14 
Радиус статора, м 11,35 ⋅ 10–3 
Эффективная длина l, м 12,5 ⋅ 10–3 
Толщина ярма магнитопровода ротора, м 1,1 ⋅ 10–3 
Толщина ярма магнитопровода статора, м 1,1 ⋅ 10–3 
Величина воздушного зазора δ, м 0,5 ⋅ 10–3 
Толщина постоянного магнита hПМ, м 2,0 ⋅ 10–3 
Ширина постоянного магнита, м 4,5 ⋅ 10–3 
Остаточная магнитная индукция постоянного магнита Br, Тл 1,1 
Ширина паза статора, м 2,4 ⋅ 10–3 
Ширина открытия паза статора, м 1,6 ⋅ 10–3 
Высота паза, м 5,0 ⋅ 10–3 
Материал постоянного магнита NdFeB 

 Марка электротехнической стали 3406 
 

На основе исходных данных построена ДКЭМ МП исследуемой 
СЭМ с ДЗО в режиме холостого хода (рис. 12) при различных поло-
жениях зубца статора относительно полюсов ротора. 

 

        a              b                      c               d 

              
 

Рис. 12. Двумерная конечно-элементная модель магнитного поля синхронной  
электрической машины с дробными зубцовыми обмотками в режиме холостого хода:  

a – область 1; b – 2; c – 3; d – 4 
 

Fig. 12. Two-dimensional finite element model of the magnetic field of the electric machine  
with fractional gear winding in idle mode: a – area 1; b – 2; c – 3; d – 4 

 
 

Максимальный и минимальный потоки рассеяния через зубец показаны 
на рис. 12a, d, промежуточные значения потока – на рис. 12b, c. Точки 1 и 2 
выбраны вдоль оси пары полюсов на нижней кромке зубца и на границе 
потока рассеяния через зубец статора соответственно.  
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В таком случае поток рассеяния через зубец статора может быть рас-
считан как 

      σ 1 2Ф ,z A A l= −                                          (22) 
 

где А1, А2 – магнитные векторные потенциалы в точках 1 и 2. 
В табл. 2 приведены результаты расчета потоков рассеяния через зубец 

статора аналитическим и численным методами при различных положениях 
зубца статора относительно полюсов ротора (положения 1–4).  

 

Таблица 2  
Результаты расчета потока рассеяния через зубец статора  

аналитическим и численным методами 
 

Results of calculating the scattering flux through the stator gear  
by analytical and numerical methods 

 

№ положения зубца  
статора относительно 

полюсов ротора  

Аналитический метод 
6

σФ 10 ,z −⋅  Вб 
Численный метод 

6
σФ 10 ,z −⋅  Вб Погрешность, % 

1 23,66 25,12 5,8 
2 14,65 15,50 5,5 
3 4,81 5,04 4,6 
4 0,98 1,05 6,7 

 
Расхождение результатов, полученных посредством аналитического  

и численного методов, не превышает 7 %. Такая погрешность приемлема  
для большинства инженерных расчетов и обусловлена принятыми допуще-
ниями при построении эквивалентной схемы магнитной цепи исследуемой 
электрической машины. 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. Выявлены особенности распределения магнитных потоков (основного, 
краевого эффекта, рассеяния) в магнитной системе синхронных электриче-
ских машин с дробными зубцовыми обмотками. Построены эквивалентные 
схемы магнитной цепи исследуемой электрической машины при различных 
положениях зубца статора относительно полюсов ротора и обоснована необ-
ходимость учета краевого эффекта и зависимости величины потока рассея-
ния через зубцы статора от координаты положения ротора. 

2. Разработана аналитическая модель для определения потока рассеяния 
через зубцы статора синхронных электрических машин с дробными зубцо-
выми обмотками, учитывающая краевой эффект и зависимость величины 
потока рассеяния через зубцы статора от координаты положения ротора. 
Предложенная модель позволяет решить задачу количественного определе-
ния величины магнитного потока рассеяния через зубцы статора с высокой 
точностью. Практическая значимость разработанной аналитической модели 
заключается в возможности установления влияния геометрических парамет-
ров магнитной цепи на характер изменения периодической функции потока 
рассеяния через зубец статора с высокой точностью при наименьших вре-
менных затратах. Модель может применяться в процессе оптимизации син-
хронных электрических машин с дробными зубцовыми обмотками.  
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Abstract. The article deals with the district heating systems transition to intelligent systems  
by developing a united information system and obtaining a high level of controllability of the en-
tire system. During the implementation of automated control systems of district heating, a number 
of information tasks of the lower level are being introduced, including the data collection for ther-
mal and hydraulic modes of operation for monitoring, operational management and analysis of the 
effectiveness. One of the problems of intelligent systems is data collection and its further storage 
and processing. Methods for data collection for real energy facilities are considered and the usage 
of multi-level system with the allocation of the upper level in the cloud storage has been proposed.  
In addition to the currently implemented data collection scheme in automated control systems,  
a generalized method of data acquisition with the introduction of duplicate streams has been pro-
posed to ensure their integrity. The paper presents the approaches to identifying the collected data, 
ensuring the stability of the collection process, reliability of data storage and their integrity. Role-
based security model with a dedicated single certification authority helps to protect data.  
Approaches to further processing of the collected data are shown, differing in the way of parallel 
data processing. The next stage of development is global monitoring systems that will be aimed  
to prompt response at all levels. The accumulated data will allow bringing the operating systems to 
a new level through the use of tools such as forecasting and simulation modeling, which will allow 
creating digital twins of heat supply systems. The proposed data collection system will perform 
forecasting and modeling at a higher level, and, as a result, help in the formation of more balanced 
management decisions. 
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высокого уровня управляемости всей системы. В рамках внедрения проектов автоматизации 
технологических процессов решается ряд информационных задач нижнего уровня, в том 
числе по сбору данных о тепловых и гидравлических режимах работы объектов систем теп-
лоснабжения для осуществления контроля, оперативного управления и анализа эффектив-
ности их функционирования. Одна из проблем интеллектуальных систем связана со сбором 
информации для ее дальнейшего хранения и обработки. Рассмотрены методы сбора инфор-
мации на реальных энергетических объектах и предложено использовать многоуровневую 
систему с выделением верхнего уровня в облачное хранилище. Реализованная в настоящее 
время схема сбора данных в автоматизированных системах управления теплоснабжением 
может быть дополнена обобщенным методом аккумулирования данных с введением дуб- 
лирующих потоков, позволяющих обеспечить их целостность. Предложены подходы  
к идентификации собираемых данных, обеспечению устойчивости процесса сбора, надеж-
ности хранения и целостности. Для защиты данных можно использовать ролевую модель 
безопасности с выделенным единым центром сертификации, а также параллельную обра-
ботку данных. Следующий этап развития – создание систем глобального мониторинга, дея-
тельность которых направлена на оперативное реагирование на всех уровнях. Аккумулиру-
емый массив данных позволит вывести эксплуатируемые системы на новый уровень за счет 
использования таких инструментов, как прогнозирование и имитационное моделирование, 
и создать цифровые двойники систем теплоснабжения. Дополнительное преимущество  
создаваемой системы сбора данных – возможность прогнозирования и моделирования на 
уровне выше отдельно взятой установки или предприятия и, как следствие, помощь в фор-
мировании более взвешенных управленческих решений. 
 

Ключевые слова: системы централизованного теплоснабжения, интеллектуальные систе-
мы, автоматизированная система управления, хранение, имитационное моделирование, 
мониторинг, цифровой двойник, распределенная обработка данных, топология вычисли-
тельной сети, облачные вычисления 
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Introduction 
 

District heating systems (DHS) has a great potential to be one of the main 
parts of future low-carbon energy systems [1]. The implementation of smart  
energy systems is a key factor of fulfilling the objectives of future low-carbon 
strategies [2–3]. As it stressed in [4], the smart energy system concept represents 
a transition from single-sector development to a coherent energy systems and 
understanding of how to benefit from the integration.  

Through the information network, different parts of DHS (thermal source, 
network of pipes, substation, and heat user) are connected together and integ- 
rated into a long-distance management controlled and intelligent system [5, 6]. 
The automated control systems for technological processes are being replaced  
by intelligent control systems with a multi-parameter industrial computer and 
controllers that provide control of technological processes based on big data 
analysis. Numerous sensors and devices need to be installed to secure the data 
collection [7]. The system obtains the real-time data from different parts and 
builds a running database, in order to realize the storage and analysis of all  
the information on a uniform platform of management in accordance with  
algorithms of processing and analyzing big data [8]. Based on the smart district 
heating system, the smart forecasting of load, the smart regulation of heat,  
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the smart optimization of scheduling and the smart diagnosis of fault could  
be realized [5]. 

Digital technologies have been seen to be effective as an enabler of innova-
tion across various economic sectors [9]. A wider implementation of information 
and communication technologies opens up for better network management based 
on real time measurement data and for the integration of new digital busi- 
ness processes. Digitalization or the wide implementation of digital technologies 
in energy systems are believed to make systems smarter, more efficient and  
reliable [10]. According to [11] for design smart thermal grids implementation 
of real-time operation monitoring shall ensure that all technological process is 
being performed according to the plan. Aggregating data and performing opera-
tional analytics are necessary.  

According to [10] the digitalization in district heating systems is demanding 
a large number of different sensors, automated data storage and analyses sys-
tems. Data collection and storage is the first step of proposed in [10] basic struc-
ture of methodology of identifying efficiency potentials through digitalization  
of district heating. 

 
Information structure and data collecting methods 
 

This article aims to offer some opportunities for data collection and storage 
systems for smart district heating. The entire information that can be obtained 
from the object can be divided into two main classes: 

• objective data – the information collecting from sensors and presented  
by personnel and representing some physical parameters of the investigated  
object, for example, temperature, pressure, etc.; 

• expert data – information generated by personnel, which cannot be ex-
pressed in numerical form or in the case when it is formed on the basis of value 
judgments. 

Taking into account the proposed ways of collecting data, the following 
methods can be introduced: automated, based on sensors measurements; manual, 
based on application, which helps personnel to enter the necessary data. 

Globally, the current trend is the transition to complete automation of the  
data collection with the formation of the Internet of Things (IoT). 

It is proposed to use a multi-level system, where at the lower level of instal-
lations, information is obtained from sensors and operators, and the high level  
is a cloud data storage, which is referred as DataLake [12]. 

Intermediate levels are aggregation levels for grouping an incoming data  
according to some criterion (for example, territorial) in order to ensure the pos-
sibility of a prompt response, preliminary processing, additional control and  
recovery of the general data array.  

Fig. 1a shows generalized diagram of data collection with main data streams. 
Note, it is proposed to use actually two duplicate data streams, one of which is 
organized traditionally, i. e. hierarchically, and the second one is a generalized 
bus through which data is transmitted immediately to all levels. Implementing 
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this scheme, the main load of data transmission is assigned precisely to the  
second stream, while hierarchical data transmission is used primarily to ensure 
data integrity. 

Currently, within the development of automated control system of Minsk  
district heating system (DHS), the lower level of data collection has been im-
plemented [13–14]. The implemented control system primarily aims to increase 
reliability and quality of operational control for different parts of DHS. Simulta-
neously, a number of information and technological tasks are being solved,  
including the data collection and archiving representing the information about 
thermal and hydraulic regimes of heat sources, heat pipelines, pumping stations. 
These data are necessary for monitoring, operational management and analysis 
of the DHS efficiency. The process of creating the information base for solving 
optimization problems is also underway.  

In the compound software complex of DHS, it is necessary to select moni- 
toring servers (usually two servers), which completely duplicate each other's 
functions and are interchangeable [15]. The exchange with data users external  
to the software and hardware complex is carried out through an intermediate 
server – a retranslation server. Fig. 1b shows the general scheme of data collec-
tion in the process control system. It should be noted that a bi-directional flow  
of information exchange is essentially organized between the monitoring ser- 
vers, while the relay server can only receive information and this is limited due 
to the use of the internal data request protocol.  

 

                 a                                                                              b 
 
 

  
 

Fig. 1. Generalized diagram of data collection (a) and general scheme of data collection  
in the process control system (b) 

 
Regardless of the methods of data collection, the main problem in their  

aggregation is the identification of data in the total volume. In this direction, it is 
proposed to use a hierarchical approach to identifying a chunk of data based  
on digital lines. In this paper, we propose the following general approach to the 
formation of an identifier: 

• СС – country; 
• DD – department; 
• RRR – region; 
• TT – type of installation; 
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• NN – number of installation; 
• IIIIII – data source device number. 
Then the identifier can be expressed as  CCDDRRRTTNNIIIIII. 
In the above identifier, each digit represents the number 0–9, since in the future 

it is supposed to use these identifiers in the form of linear bar-codes in order to simp- 
lify the maintenance of the information system being created (for example, search 
and identification of sensors/objects in case of need for repair or replacement). 

The data volume that needs to be collected and processed is a classic BigData 
problem [12]. It is quite difficult to estimate directly the volume of data coming 
from one installation, because it depends on number of information sources and 
the time rate which the data are collected with. Two ways of collecting  
information can be proposed. In the first case, at the initial phase data is prelimi-
nary filtered and processed and then sent to the storage system. The second  
approach is based on the collection of the “raw” data with subsequent processing 
and using dedicated computing resources. 

The first approach significantly reduces the requirements for data communi-
cation channels and computing resources used for following data storage and 
processing. However, at the stage of system deployment, this approach is rather 
difficult to use, since the quality of the collected data directly depends on the 
formed rules of the primary processing and, accordingly, in the process of the 
subsequent analysis, some important patterns will not be revealed. Therefore,  
at the stage of the initial implementation of the information collection system,  
it is better to use the second approach, although it is more demanding on resources. 

 
Ensuring the sustainability of the data collection process 
 

While collecting data, especially telemetry, it is necessary to highlight  
the formation of time series that correctly reflect the operation of the observed  
object. It is well known that gaps in the observed time series significantly comp- 
licate subsequent analysis and lead to filter out data or generate gaps. Such prob-
lems may occur due to the territorial distribution of the data collection system and 
the need to use the data communication channels of the third-party organizations, 
which may be either unstable or do not provide the required bandwidth. 

To solve above the mentioned problems, it is useful to build a multi-level 
two-channel hierarchical data collection system using an intermediate storage. 
The key part of the proposed collection system is that data transmitted simulta-
neously through two logical channels. The first channel (I) transfers data to all 
intermediate data storage systems, and directly to the DataLake located in the 
cloud. The second channel (II) sequentially aggregates data to the enterprise-
level storage, and then transfers it to the intermediate-level storage, for example,  
regional, etc. These channels are a technical implementation of the generalized 
data collection scheme shown in Fig. 1. 

Transmitting data through the first channel could lead to possible loss due to 
the use of unstable communication lines, but this channel cannot be abandoned, 
since it provides information necessary for possible operational control. To elimi- 
nate the problem of completeness of incoming data, the second data transmission 
channel will be used, where local storage will be rewritten only after confirma-
tion that data is transferred to the higher level.  



A. V. Sednin, A. V. Zherelo 
An Approach to Data Processing for the Smart District Heating System                                       245 
 

 

 

Fig. 2 shows the approximate diagram of data transmission channels. In par-
ticular, only one intermediate level “Region” is used. The number of inter- 
mediate levels can be increased. Channels (II) are marked with double-headed  
arrows, supposed that they can be used in both directions. Since this channel,  
as mentioned above, will be used primarily to ensure data integrity, to organize 
data transmission, it will use session-type protocols based on the use of TCP as  
a transport layer protocol.  

Channels (I) imply the immediate data transfer over the generalized bus at once 
to all points in the hierarchy. For this type of transmission, in order to reduce the 
load on transport networks and transmitting nodes, it is proposed to use protocols 
that do not establish connection and control data delivery, as well as that allow mul-
ticast broadcasting (for example, protocols based on the use of UDP). With this  
approach, partial data loss is possible. To eliminate this problem, it is also proposed 
to use channels (II). If the upstream density is high, it is technically possible to  
implement several independent buses for transmitting data to the cloud, uniting,  
for example, geographically localized resources (Fig. 2). 
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Fig. 2. An example of a data transmission channel organization scheme 
 

Due to the importance of the processed data, it is necessary to ensure reliable 
storage at all system levels. At the level of an individual installation, like boiler-
house, it is possible to use hardware data backup systems, for example, RAID of 
various modifications [16], which is currently used in automated control system 
for Minsk DHS. In the case of large volumes, it is possible to use storage sys-
tems such as SAN [16]. 

However, at the upper levels, the total amount of data and the necessity  
of data processing requires the organization of storage reflection on distributed 
file systems, for example, Hadoop, Ceph, Gluster, etc. [17, 18]. Note that file 
systems of this type are already focused on ensuring reliable storage and allow  
setting the administrative factor of replication of stored data. Due to the peculiar- 
rities of the implementation of distributed file systems, access to stored data na- 
turally reflects on the cloud infrastructure. The technical implementation of the 
access points to cloud resources can be realized in many ways, which increases 
the fault tolerance of the information collection process. 
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Data processing 
 
Perhaps the processing of collected data is the main problem of the proposed 

system. The total amount of incoming data is large, so the dimension reduction 
could be possible, especially for solving the time restriction problems (for  
example, forecasting or control). Currently the dimension reduction is carried 
out according to the expert judgment, but, the amount of information that an  
expert can operate on is limited. 

The purpose of collecting and processing data systems for industry is to ac-
cumulate the complete information for decision-making process. Even for full-
accumulated information, there is a problem of insufficient computing resources 
to perform the required tasks such as searching, filtering data and calculating the 
simplest statistical indicators. 

Here two approaches can be proposed. The first one involves the creation  
of a single computing center with significant computing resources in the form  
of the dedicated computing cluster. This approach is beneficial when it is neces-
sary to carry out constant massive calculations (for example, as in meteorology). 
The essence of this approach is data transfer of to the point of computation. 

The second approach is based on performing computations simultaneously 
with data storage, particularly for tasks related to primary data processing, since 
it does not require significant investments in computing infrastructure. It is more 
flexible due to the possibility to increase computing performance and storage 
space. For example, Hadoop framework could be used, which allows to solve 
problems both for storing large amounts of data, and for processing chunks of 
data directly at the nodes of storage. 

The protection of communication channels is supposed to implement both at 
the physical level, by organizing isolated or dedicated communication channels, 
and at the presentation level, based on encryption of transmitted data. To orga- 
nize data encryption and provide a unified network infrastructure the use of VPN 
with channel identification by a cryptographic key is more appropriate [19].  

To protect data, a role-based security model with a dedicated single certifica-
tion authority is proposed. Currently, in embed automated control system for 
Minsk DHS; such center operates in offline mode, while electronic keys are used 
for personal providing their authorization and authentication. However, if data 
processes in DataLake, due to the impossibility of determination of specific 
place for direct data processing, it is necessary to move to the online center.  
To consolidate information about users, their interconnections and rights, it is 
necessary to use a resource directory with standard interface, such as lightweight 
directory access protocol (LDAP). 

Currently, a transition from reactive systems to proactive is required. Direct 
data collection and management system is not sufficient. The system should 
support operational and management decisions. Such systems demand signi- 
ficant resources, and some steps of building the system cannot be carried out  
in parallel due to the existing dependencies between them (for example, it is  
impossible to go to the modeling stage passing the data processing). 

Fig. 3 shows the directions of development of the data processing. 
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Fig. 3. Development of the data processing 
 
At the moment, the data collection has been implemented and local moni- 

toring tools allow prompt response to events reflected in the system at the local 
level (installation level). At the next stages, it is necessary to build up the moni-
toring system for the operational decision not only at the enterprise level,  
but also at the regional and global levels, as well as the introduction of primary 
data processing systems, for filtering, data validation and further analysis.  
As mentioned above, it is difficult to process data at the enterprise level due  
to the large amount and the variety of possible criteria, while a cloud solution 
allows processing with the involvement of additional computing resources on 
the temporary or permanent basis, for example, using MapReduce or Spark 
technologies [20].  

After the preliminary data processing, statistical processing is possible, 
which helps to identify non-obvious patterns and relations in industrial process. 
The additional advantage of global data storage and processing is the possibi- 
lity of deep comparative analysis of installations, industrial enterprises, re- 
gions, etc., which is impossible with the traditional approaches that do not stimu-
late the exchange of experience and the introduction of universal management 
solutions. 

The proactive approach allows making actions to control the ongoing  
processes without expecting the occurrence of some event. At the moment,  
the elements of a proactive approach have been introduced into the implemented 
system, for example, there are preventive measures aimed at preventing emer-
gencies. However, due to the complexity of the systems in operation, the compe-
tence and responsibility of personnel have a significant impact on reliability.  
The accumulated data storage will allow bringing the operating systems to a new 
level through the use of tools such as forecasting and modeling, and, as a result, 
the allocation of priority areas. For technological forecast it is advisable to use 
both classical approaches based on statistical approaches (for example, time series 
analysis) and relatively new methods for processing intelligent data (for example, 
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using neural network approaches) [21], which will allow cross-checking the re-
sults obtained on different stages. 

Mathematical and imitating modeling based on the mathematical formali- 
zation of physical processes is another important element of the proactive  
approach. The imitating modeling is aimed to produce the mathematical model 
that describes the functioning of the modeled system and its components as fully  
as possible, which is often called the digital twin of the system. They are conti- 
nuously adapting to the current status of the system to ensure the ongoing accu-
racy with regard to the system status. 

To describe a number of physical processes, without possibility to collect the 
information, it becomes necessary to switch to mathematical modeling. Regard-
less of the chosen modeling approach, it is not usually possible to conduct this 
type of research within enterprise due to the lack of necessary computing  
resources and the lack of personnel with the appropriate competencies, and, as  
a result, the joint work of specialists from various fields of science and industry 
is required. 

 
CONCLUSIONS 
 

1. District heating systems have a great potential and will remain one of the 
main parts of future low-carbon energy systems. The implementation of smart 
energy systems needs the real-time data from different parts and builds a running 
database, in order to realize the storage and analysis of all the information on  
a uniform platform of management in accordance with algorithms of processing 
and analyzing big data. 

2. Based on current experience of data collection process while introducing 
automated control system of Minsk district heating system, a generalized method 
of data acquisition with the duplicate streams is proposed to ensure their integ- 
rity. The accumulated data will allow bringing the operating systems to a new 
level through the use of tools such as forecasting and simulation modeling, 
which will allow creating digital twins of heat supply systems. 

3. For proposed data collection systems different aspects was discussed, such 
as data identification, storage volume, ensuring the sustainability, reliable sto- 
rage and data integrity, data processing. The principles of development of data 
collection system were formed, focused on possible processing by using the  
existing technologies. The proposed approaches can be used in the formation of 
technical requirements for industry systems focused on the cloud technologies. 
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Реферат. Приведен сравнительный анализ методик приближенного теплового расчета кон-
денсатора перегретого пара парокомпрессионного теплового насоса системы теплоснаб- 
жения. Рабочее вещество теплового насоса и конденсирующегося пара – хладагент R410a. 
При однозонной методике конденсатор рассчитывается по одному участку с включе- 
нием теплоты перегрева в теплоту конденсации и использованием коэффициента перегрева. 
Двухзонная методика предполагает расчет конденсатора по двум раздельным участкам: 
охлаждения перегретого пара и собственно его конденсации. Апробация проводилась при 
численном исследовании конденсатора низкотемпературной теплонасосной системы отоп-
ления и горячего водоснабжения с поверхностью теплообмена в виде спирального змеевика 
труба в трубе, погруженного в нагреваемую жидкость. В первом подходе расход и темпера-
тура нагреваемой воды ограничены температурой насыщения конденсирующегося хлада-
гента независимо от схемы течения рабочих сред. Методика двухзонного расчета конденса-
тора перегретого пара с противоточной или перекрестно-противоточной схемой течения 
рабочих сред позволяет получить реальные результаты по температуре нагреваемой воды, 
превышающей температуру насыщенного пара хладагента, с учетом расхода нагреваемой 
воды. В данном случае температура стенки на участке охлаждения выше температуры 
насыщения, а при конденсации – ниже, что дополнительно подтверждает адекватность дан-
ной методики. Использование двухзонной методики с отдельным усреднением физических 
свойств рабочих сред на участках охлаждения перегретого пара и конденсации, а также 
температурных напоров дает более точное значение поверхности теплообмена, которая  
в рассмотренном случае уменьшается до 20 %. На основании проведенных исследований 
рекомендуется использовать двухзонную методику, позволяющую получить достоверные 
данные о параметрах конденсатора перегретого пара. 

 

Ключевые слова: конденсатор, тепловой насос, хладагент, теплоснабжение, конденсация, 
перегретый пар, физические свойства, теплопередача, температурный напор, поверхность 
теплообмена 
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Abstract. A comparative analysis of the methods of approximate thermal calculation of the super-
heated steam condenser of the steam compression heat pump of the heat supply system is pre- 
sented. The working substance of the heat pump and the condensing steam is the refrigerant 
R410a. When the single-zone method is applied, the condenser is calculated by one area with the 
inclusion of the heat of overheating in the heat of condensation and the use of the overheating 
coefficient. The two-zone method assumes the calculation of the condenser in two separate areas, 
viz. the cooling of superheated steam and its actual condensation. The approbation was carried out 
during a numerical study of a condenser of a low-temperature heat pump system for heating and 
hot water supply, with a heat exchange surface in the form of a spiral coil pipe in a pipe immersed 
in a heated liquid. In the first approach, the flow rate and temperature of the heated water are li- 
mited by the saturation temperature of the condensing refrigerant, regardless of the flow pattern of 
the working media. The method of two-zone calculation of the superheated steam condenser with  
a counter-current or cross-counter-current flow scheme of working media makes it possible to 
obtain real results of the temperature of the heated water that exceeds the temperature of the satu-
rated refrigerant vapor, taking into account the flow rate of the heated water. In this case, the wall 
temperature in the cooling area is higher than the saturation temperature, and during condensation 
it is lower, which further confirms the adequacy of the presented technique. The use of a two-zone 
technique with a separate averaging of the physical properties of the working media in the areas  
of superheated steam and condensation cooling, as well as temperature pressures, provides a more 
accurate value of the heat exchange surface, which in the case under consideration is reduced  
to 20%. Based on the conducted studies, it is recommended to use a two-zone technique that 
makes it possible to obtain reliable data on the parameters of the superheated steam condenser. 

 

Keywords: condenser, heat pump, refrigerant, heat supply, condensation, superheated steam, 
physical properties, heat transfer, temperature pressure, heat exchange surface 
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Введение 
 
Парокомпрессионные тепловые насосы получили широкое распростра-

нение в системах теплоснабжения зданий [1, 2]. Мировой опыт показывает 
целесообразность их внедрения в низкотемпературных системах отопления 
и горячего водоснабжения. В Европе, где примерно 244 млн жилых зданий, 
доля рынка тепловых насосов в строительном фонде составляет около 6 %. 
Так, их продажи в 21 стране Европейского союза выросли в 2020 г. на 7,4 % 
(1,62 млн единиц) [3]. Поскольку ожидаемый срок службы тепловых насосов 
около 20 лет, их текущий европейский запас 14,86 млн единиц.  

Конденсатор – один из основных элементов теплового насоса, во мно-
гом определяющий его технико-экономические показатели. В пароком-
прессионных тепловых насосах на вход в конденсатор поступает пере- 
гретый пар после компрессора. В конденсаторах теплопроизводительно-
стью до 20–30 кВт реализуется пленочная конденсация перегретого пара  
в горизонтальных трубах. Для проектирования конденсаторов и анализа  
их работы в составе тепловых насосов требуется адекватный метод их рас-
чета. На практике для изучения процесса пленочной конденсации и обос-
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нования завершенных проектных решений применяют двухмерные и од-
номерные локальные математические модели [4].  

Интегральные методики расчета конденсаторов перегретого пара ис-
пользуют в нерасчетных режимах из-за простоты их адаптации к конкрет-
ным условиям эксплуатации. Учет перегрева пара при пленочной кон- 
денсации проводят введением поправок к расчетным формулам коэффи- 
циентов теплоотдачи насыщенного пара или разбиением поверхности  
конденсации на две зоны – охлаждения перегретого пара и конденсации.  
В первом случае предполагается, что конденсация перегретого пара начи-
нается сразу при контакте с охлаждаемой поверхностью с температурой 
насыщения на свободной поверхности пленки конденсата, контактирую-
щей с паром [5, 6]. 

При ламинарной пленочной конденсации, когда в формулу для расчета 
коэффициента теплоотдачи входит теплота конденсации, рекомендуют 
теплоту фазового перехода hfg суммировать с теплотой перегрева [5, 6], т. е. 
использовать выражение ( ) ,fg fg pR R sh h c t t′ = + −  где cpR – теплоемкость  
пара, Дж/(кг·°С); tR, ts – температура перегретого и насыщенного пара, °С.  

Для расчета коэффициента теплоотдачи при конденсации перегретого 
пара используется параметр перегрева ( ) /pR R s fgc t t hξ = −  [7, 8]. В [7] он 
применяется в составе поправочного коэффициента к теплоотдаче насы-
щенного пара  

 

 
0,5

0
1 ,
1

 + ξ
α ≈ α  − β 

                                             (1) 

 

где α0 – коэффициент теплоотдачи насыщенного пара, Вт/(м2·°С);  
2q qβ ≈  – полнота конденсации; q – плотность теплового потока сконден-

сировавшегося пара, Вт/м2; q2 – то же, подводимого к пленке конденсата от 
не сконденсировавшегося пара, Вт/м2; при полной конденсации β = 0. 

Выражение для расчета коэффициента теплоотдачи при полной конден-
сации имеет вид [8] 

 

 ( )0,25
0 1 .α = α + ξ                                               (2) 

 

Таким образом, рекомендации по учету перегрева при полной конден-
сации пара путем введения поправки ( )nξ+1  к коэффициенту теплоотдачи 
отличаются численными значениями показателя степени n [7, 8]. 

Недостатком рассмотренных подходов при расчете конденсаторов пе-
регретого пара тепловых насосов систем теплоснабжения является ограни-
чение по температуре нагреваемой воды, которая не может быть выше 
температуры насыщения. На рис. 1 показан характер действительного из-
менения температур хладагента и нагреваемой воды по длине L поверхно-
сти теплообмена конденсатора при противоточной или перекрестно-
противоточной схеме их течения.  

При изменении температуры хладагента и нагреваемой воды от tх1 и tв1 
на входе аппарата до tх2 и tв2 на выходе возможен подогрев воды до темпе-
ратуры tв2, превышающей температуру насыщения ts. Поэтому целесооб-
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разно проводить расчет конденсатора, выделяя зоны охлаждения перегре-
того пара и собственно конденсации. 

 

t, ᵒC

L, м

1 2 3

 Хладагент

Вода

ts

tв1

tв2

tх1

tх2

 
 

Рис. 1. Распределение температур хладагента и воды в конденсаторе при противотоке: 
1 – охлаждение перегретого пара; 2 – конденсация; 3 – охлаждение конденсата 

 

Fig. 1. Temperature distribution of refrigerant and water in the condenser under counterflow  
conditions: 1 – superheated vapor cooling; 2 – condensation; 3 – condensate cooling 

 
На основе численного исследования [9] и проведенного эксперимен- 

та [10] установлено, что использование в схеме теплового насоса охла- 
дителя перегретого пара рабочего вещества позволяет получить тепло- 
носитель на выходе из конденсатора с уровнем температуры больше  
температуры насыщения [9, 10].  

В [11, 12] на основе термодинамического анализа работы компрессион-
ного теплового насоса показано, что один из способов повышения эффек-
тивности – применение охладителя перегретого пара рабочего тела, уста-
навливаемого отдельно от конденсатора, что позволяет иметь теплоноси-
тель различных температурных уровней. Можно получить некоторое 
количество теплоты при более высокой температуре за счет использования 
перегрева рабочего вещества, выходящего из компрессора. В отопительном 
тепловом насосе эту теплоту направляют для дополнительного подогрева 
воды при горячем водоснабжении. 

Предложены схемные решения для реализации двухступенчатого нагрева 
теплоносителя в тепловом насосе [13–16], однако поскольку они не подкреп-
лены количественными данными, нельзя судить об эффективности дополни-
тельного использования охладителя перегретого пара (форконденсатора). 

Таким образом, рассмотренные методы анализа конденсаторов тепло-
вых насосов для подогрева воды систем теплоснабжения не дают конкрет-
ных данных о параметрах нагреваемого теплоносителя при конденсации 
перегретого пара. Имеются различные подходы к определению коэффици-
ента теплоотдачи при конденсации перегретого пара. Например, не рас-
сматриваются вопросы влияния количественного значения поправок к ко-
эффициенту теплоотдачи, расхода подогреваемой воды на ее выходную 
температуру и площадь теплообмена аппарата. Настоящая работа посвя-
щена рассмотрению этих вопросов. 

 
Основная часть 
 

В статье проведен сравнительный анализ двух интегральных методов 
теплового расчета конденсатора теплового насоса. В первом случае охла-
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ждение перегретого пара и конденсация осуществляются в аппарате как 
единый процесс с использованием поправочного коэффициента перегрева. 
Второй подход основан на разделении поверхности теплообмена на два 
участка – охлаждения перегретого пара и собственно конденсации. На каж-
дом из них теплообмен описывается отдельной системой уравнений тепло-
передачи и теплового баланса. При этом приближенно принимается, что 
вначале перегретый пар охлаждается до температуры насыщения, а затем 
конденсируется насыщенный пар. Хотя возможны случаи, когда конденса-
ция перегретого пара начинается раньше достижения температуры насы-
щения [7, 17], однако их анализ требует отдельного рассмотрения на осно-
ве локальной модели конденсации. 

Объект исследования – конденсатор низ-
котемпературной теплонасосной системы 
отопления и горячего водоснабжения с пер-
спективным хладагентом R410а номиналь-
ной теплопроизводительностью 10 кВт, вы-
полняющий одновременно функцию буфер-
ной емкости (рис. 2) [18]. В конденсаторе 
реализуется полная конденсация перегрето-
го пара. 

Аппарат выполнен в виде теплоизолиро-
ванного бака объемом 500 л с внутренним 
диаметром емкости 0,75 м. Поверхность 
теплообмена конденсатора представлена 
спиральным змеевиком труба в трубе, по-
груженным в нагреваемую жидкость. Раз-
меры внутренней трубы d × δ = 14 × 1 мм, 
наружной D × ∆ = 20 × 1 мм. Диаметр 
змеевика 0,5 м. Во внутреннюю трубу змее-
вика поступает перегретый пар хладагента 
с температурой 105,3 °С, давлением 3,4 МПа, 
его расход 0,0346 кг/с. Температура нагрева-
емой воды на входе в кольцевой канал 10 °С. 

Холодная вода подается снизу, конденсируемый пар – сверху, что соответ-
ствует перекрестно-противоточной схеме движения теплоносителей. Иско-
мые параметры – температура воды на выходе конденсатора и площадь 
поверхности теплообмена. 

Результаты численного анализа получены на основе сравнения указан-
ных выше подходов к расчету конденсатора перегретого пара хладагента: 
в целом (однозонная модель) и по двум участкам (двухзонная модель). 

При расчете конденсатора по участкам конденсации и охлаждения пе-
регретого пара тепловой поток и поверхность теплообмена конденсатора 
находят по правилу аддитивности [19]: 

1 2;Q Q Q= +                 (3) 

1 2 ,F F F= +  

где Q1, Q2 – тепловой поток на участках конденсации и охлаждения пере-
гретого пара хладагента, Вт; F1, F2 – площадь поверхности теплообмена на 
тех же участках, м2. 

1

2

Конденсат

Холодная
вода

Горячая
вода

Рис. 2. Конструкция конденсатора-
аккумулятора: 1 – корпус; 
2 – змеевик труба в трубе 

Fig. 2. Design of the condenser-
accumulator: 1 – casing; 
2 – coil pipe in the pipe 
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При расчете конденсатора с использованием коэффициента перегре- 
ва (1 ξ)n+  тепловой поток и площадь поверхности теплообмена берутся 
как одно целое. В обоих анализируемых подходах решается система урав-
нений теплового баланса и теплопередачи [19], дополняемая замыкающи-
ми соотношениями для определения коэффициентов теплоотдачи.  

В общем случае процесс описывается уравнениями: 

( ) ;R fg pR R sQ G h c t t = + −        (4а) 

( )в в в2 в1 ;pQ G c t t= −            (4b) 

,Q k tF= ∆      (4c) 

где GR, Gв – массовый расход хладагента и воды, кг/с; cpв – теплоемкость 
воды, Дж/(кг·°С); tв1, tв2 – температура воды на входе и выходе участков 
конденсации и охлаждения или конденсатора в целом, °С; k – коэффициент 
теплопередачи, Вт/(м2·°С); t∆  – среднелогарифмический температурный 
напор, °С.  

Система уравнений (4) решается для конденсатора в целом с тепловым 
потоком Q или отдельно для участков конденсации и охлаждения перегре-
того пара хладагента для соответствующих тепловых потоков Q1, Q2 и до-
полняется расчетом коэффициентов теплоотдачи, входящих в уравнение 
теплопередачи (4c). 

Для расчета коэффициента теплоотдачи со стороны конденсирующего-
ся потока хладагента для рассматриваемой конструкции конденсатора ис-
пользована зависимость для горизонтальных труб [20], которая показывает 
удовлетворительную корреляцию при конденсации хладагента R410a [21]: 

0,8 0,33
ж жNu 0,05Re Pr ,е=           (5) 

где Re – число Рейнольдса; Pr – число Прандтля; в индексах: ж – жидкость; 
e – эквивалентный; 

0,8
ж ж

п ж
п п

Re Re Re ,e
   ρ µ

= +   ρ µ   
    (6) 

где ρ – плотность, кг/м3; μ – динамическая вязкость, Па ⋅ с; в индексе п – пар. 
Для расчета коэффициентов теплоотдачи со стороны охлаждаемого по-

тока перегретого пара хладагента и для нагреваемой воды используют- 
ся общие базовые уравнения подобия, отличающиеся значением экви- 
валентного гидравлического диаметра dг. При охлаждении потока пара 
характерным размером dг является внутренний диаметр трубы г в  d d= = 
 –  2 ,d= δ  а при нагреве воды – удвоенная толщина кольцевого зазо- 
ра г –  2 – .d D d= ∆  

Для расчета коэффициентов теплоотдачи использовали уравнения для 
следующих режимов течения потоков: 

• турбулентного [22]

( )
0,8

0,1 0,7

0,023Re PrNu ;
1 2,14Re Pr 1−

=
+ −

(7)
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• переходного [23]

( )
2/3

0,75 0,42 г
вNu 0,037 Re 180 Pr 1 ,d

L
  = − +     

      (8) 

где L – длина канала, м; 
• ламинарного [23]

( )
( )

0,8
г

0,467
г

0,19 Pe /
Nu 3,65 ,

1 0,117 Pe /

d L

d L
= +

+
  (9) 

где Pe = RePr – число Пекле. 
Коэффициент теплоотдачи со стороны нагреваемой воды в кольцевом 

канале с адиабатной внешней поверхностью для рассматриваемой кон-
струкции конденсатора рассчитывается с учетом поправочного коэффи- 
циента [24] 

0,15
в

0,16
Prв

в во
0,451 ,

2,4 Pr
D
d

  α = α − ε  +   
(10) 

где αво – коэффициент теплоотдачи, определяемый в зависимости от ре- 
жима течения потока по (7)–(9), Вт/(м2·°С); в – 2D D= ∆  – внутренний 
диаметр наружной трубы змеевика труба в трубе, м; d – наружный диа- 
метр трубы с хладагентом, м; ε – поправочный коэффициент (ε = 1 
при d/D > 0,2); в индексе в – вода. 

Результаты теплового расчета исследуемого конденсатора в номиналь-
ном режиме, полученные с использованием одно- и двухзонной моделей, 
приведены в табл. 1. Физические свойства сред определялись по значениям 
средних температур на рассматриваемых участках. В однозонной модели 
в поправке ( )nξ+1  к коэффициенту теплоотдачи при конденсации потока 
хладагента принимался показатель степени n = 0,5 в соответствии с реко-
мендацией [7]. 

Из табл. 1 видно, что температура подогретой воды на выходе конден-
сатора в пределах точности расчета в обоих случаях имеет практически 
одно значение (49,8 и 49,9 оС) для двухзонного и однозонного конденсато-
ров соответственно. Это следует из уравнения теплового баланса аппарата 
для заданных теплового потока, расхода и температуры воды на входе 
в аппарат. 

В то же время из табл. 1 и рис. 3 видно, что поверхность теплообмена 
конденсатора, которая пропорциональна длине змеевика, и параметры, 
влияющие на ее размеры, – коэффициенты теплопередачи и температурные 
напоры отличаются. 

Площадь поверхности теплообмена при расчете по двухзонной модели 
меньше на 20 %, чем по однозонной. Это отличие вызвано разными значе-
ниями температурных напоров и коэффициентов теплопередачи (рис. 3). 
Значение интегрального температурного напора при использовании одно-
зонной модели в 1,65 раза меньше по сравнению с участком охлаждения 
и в 1,46 раза меньше по сравнению с участком конденсации. Температур-
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ный напор в однозонной модели ограничен температурой насыщения на 
входе и выходе конденсатора. В двухзонной модели локальные темпера-
турные напоры на входе и выходе рассматриваемых участков выше, что 
является причиной повышения на них среднелогарифмических темпера-
турных напоров.  

Таблица 1 
Результаты теплового расчета конденсатора 
(Q = 10 кВт, GR = 0,0346 кг/с, Gв = 0,06 кг/с)  

 

Results of thermal calculation of the condenser 
(Q = 10 kW, GR = 0,0346 kg/s, Gв = 0,06 kg/s) 

Параметр 

Двухзонный конденсатор 
Однозонный  
конденсатор 

зона 
охлаждения 

перегретого пара 

зона 
конденсации  

насыщенного пара 
Тепловой поток, Вт 2284 7712 10000 
Длина змеевика, м 2,05 5,80 9,74 

Хладагент 
Температура на входе/выходе, °С 105,3/55 55/55 105,3/55 
Число Рейнольдса 208471 48432 48432 
Параметр перегрева – – 0,296 
Коэффициент перегрева – – 1,138 
Коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2∙°С) 1341 2762 3143 

Вода 
Температура на входе/выходе, °С 40,7/49,8 10/40,7 10/49,9 
Скорость, м/с 0,60 0,60 0,60 
Число Рейнольдса 3989 2676 2988 
Коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2∙°С) 3247 2770 2533 

0

10

20

30

800

1000

1200
 − участок охлаждения
 − участок конденсации
 − один участок

∆t, oC k, Вт/(м2ЧоС) 

30,3
26,8

18,4

834

1131

1270

Рис. 3. Изменение температурного напора ∆t и коэффициента теплопередачи k 
на участках конденсатора 

Fig. 3. Change in temperature pressure ∆t and heat transfer coefficient k 
in the condenser areas 

 k, Вт/(м2⋅°С) 
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Коэффициент теплопередачи в однозонной модели соответственно 
в 1,52 и 1,12 раза выше, чем на указанных участках (рис. 3). На участке 
охлаждения теплоотдача пара хладагента является определяющей, что 
закономерно, и приводит к понижению коэффициента теплопередачи 
до 834 Вт/(м2∙°С). На участке конденсации, где коэффициенты теплоотдачи 
сравнимы, коэффициент теплопередачи 1131 Вт/(м2∙°С). Уменьшение 
коэффициента теплоотдачи воды до 2770 Вт/(м2∙°С) на участке конденсации 
по сравнению с участком охлаждения пара, где он равен 3247 Вт/(м2∙°С), 
вызвано в основном изменением вязкости воды, которая растет с пониже- 
нием температуры потока (табл. 1). 

В итоге различие температурных напоров и коэффициентов теплопере-
дачи в одно- и двухзонной моделях приводит к увеличению поверхно- 
сти теплообмена при использовании однозонной модели в 1,24 раза из-за 
неадекватности расчетной модели процесса конденсации перегретого пара. 

Дополнительно рассмотрим влияние величины поправки к коэффици-
енту теплоотдачи (2) на параметры однозонного конденсатора [7, 8]. Возь-
мем диапазон изменения показателя степени n от 0 до 1 (рис. 4).  

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500  коэффициент теплоотдачи αR, Вт/(м2 ⋅OС)

 коэффициент теплопередачи k, Вт/(м2 ⋅OС)
 площадь поверхности теплообмена F, м2

 0      0,25        0,50     1,00      n 

Рис. 4. Влияние показателя степени n поправки к коэффициенту теплоотдачи 
на параметры однозонного конденсатора перегретого пара  

Fig. 4. Influence of the index of the degree n of the correction of the heat transfer 
coefficient on the parameters of a single-zone superheated steam condenser 

Влияние этого параметра на коэффициент теплопередачи k, а соответ-
ственно и на площадь поверхности теплообмена F существенно меньше, 
чем на значение коэффициента теплоотдачи αR со стороны конденсирую-
щегося потока пара. Например, при n = 0,5 по сравнению со случаем, когда 
поправка не учитывается, коэффициент теплоотдачи увеличился в 1,14 раза, 
а коэффициент теплопередачи – в 1,07 раза. Площадь поверхности тепло-
обмена уменьшилась в 1,07 раза, она изменяется обратно пропорционально 
коэффициенту теплопередачи. При n = 1,0 коэффициент теплоотдачи уве-
личился в 1,36 раза, коэффициент теплопередачи – в 1,13 раза. С рос- 
том значения n увеличение коэффициента теплопередачи и уменьше- 
ние площади поверхности теплообмена замедляется. Это вызвано тем, 
что с ростом показателя n определяющим является коэффициент теплоот-

 αR, Вт/(м2⋅°С) 
 k, Вт/(м2⋅°С) 

 

 F, м2 
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дачи нагреваемой воды, который остается постоянным и имеет меньшее 
значение по сравнению с теплоотдачей конденсирующегося потока хлада-
гента. Из данного анализа следует, что при рассмотрении конденсирующе-
гося потока перегретого пара необходимо учитывать не только собственно 
процесс конденсации, но и влияние охлаждающей среды. Наибольшим не-
достатком метода теплового расчета конденсатора с использованием одно-
зонной модели является ограничение на выходную температуру нагревае-
мой воды, которая должна быть ниже температуры насыщения.  

Так как температура нагреваемой воды на выходе конденсатора при по-
стоянном тепловом потоке и температуре на входе (рис. 5, линия 1) зависит 
от расхода, рассмотрим его влияние на подогрев воды с использованием 
двухзонной модели конденсатора.  

0,040 0,045 0,050 0,055 0,060
0

20

40

60

2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000   участок конденсации

  на стыке участков охлаждения и конденсации
  участок охлаждения

Gв, кг/с

1

2

3

4

5

Re = 2300

ts = 55 oC

Рис. 5. Изменение параметров воды на участках охлаждения перегретого пара  
и конденсации: 1 – температура на входе в конденсатор; 

 2 – то же на выходе участка конденсации и на входе участка охлаждения пара; 
3 – то же на выходе конденсатора; 4, 5 – число Рейнольдса 

Fig. 5. Changes in water parameters in the areas of superheated steam cooling and condensation: 
1 – water temperature at the entrance to the condenser; 2 – water temperature at the outlet  

of condensation section and at the entrance to the cooling section of steam;  
3 – water temperature at the outlet of the condenser; 4, 5 – Reynolds number 

На рис. 5 видно, что при расходе воды меньше 0,054 кг/с температура 
на выходе конденсатора (линия 3) становится больше температуры насы-
щения ts. При этом на участке охлаждения пара (рис. 6, штриховая линия 2) 
средняя температура стенки выше температуры насыщения. Это подтвер-
ждает наличие участка охлаждения перегретого пара. Данный эффект 
в однозонной модели не учитывается. Для рассматриваемого случая мак-
симальный нагрев воды 66,9 °С при расходе 0,042 кг/с. Число Рейнольдса 
воды на участках охлаждения и конденсации пара отличается из-за суще-
ственного уменьшения вязкости с ростом температуры (рис. 5, линии 4, 5).  

Коэффициент теплопередачи на участке охлаждения пара с увеличе- 
нием расхода от 0,042 до 0,060 кг/с монотонно возрастает в 1,07 раза 
(рис. 6, штриховая линия 1), а на участке конденсации (рис. 6, сплошная 
линия 1) повышается приблизительно в два раза из-за смены режима тече-
ния потока воды от ламинарного к переходному (рис. 5, линия 4).  

Этот фактор приводит к увеличению поверхности теплообмена на участке 
конденсации при ламинарном течении потока воды (рис. 6, линии 4).  

 ts = 55 °С 
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Рис. 6. Изменение параметров конденсатора на участках охлаждения перегретого пара  
и конденсации: 1 – коэффициент теплопередачи k, Вт/(м2⋅°С); 2 – температура стенки tс, °С; 

3 – температурный напор ∆t, °С; 4 – площадь поверхности теплообмена F⋅10, м2  
Fig. 6. Changes in the parameters of the condenser in the areas of superheated steam cooling 

and condensation: 1 – heat transfer coefficient k, W/(m2∙°C); 2 – wall temperature tw, °C; 
3 – temperature pressure Δt, °C; 4 – heat exchange surface area F⋅10, m2 

Изменение температуры стенки относительно температуры насыщения 
(рис. 6, линии 2) подтверждает наличие двух участков – охлаждения пере-
гретого пара и его конденсации. На участке охлаждения она выше темпе-
ратуры насыщения, на участке конденсации – ниже. 

ВЫВОДЫ 

1. Методика однозонного расчета конденсатора теплового насоса с
включением теплоты перегрева в теплоту конденсации и использованием 
коэффициента перегрева имеет ограничение на температуру подогрева 
нагреваемого теплоносителя воды, не превышающую температуру конден-
сации при заданном давлении.  

2. Методика двухзонного расчета конденсатора перегретого пара с про-
тивоточной или перекрестно-противоточной схемой течения рабочих сред 
и разбиением конденсатора на участки охлаждения перегретого пара 
и конденсации позволяет получить адекватные результаты по температуре 
нагреваемой воды, превышающей температуру насыщенного пара хлада-
гента, с учетом расхода нагреваемой воды. Температура стенки на участке 
охлаждения выше температуры насыщения, а при конденсации – ниже, что 
подтверждает применимость данной методики. 

3. Использование в методике двухзонного расчета конденсатора от-
дельных усредненных физических свойств рабочих сред на участках охла-
ждения перегретого пара и конденсации, а также температурных напоров 
дает более точное значение поверхности теплообмена, которая в рассмот-
ренном случае уменьшается до 20 %. 
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Реферат. Представлено описание разработанной программы, позволяющей моделировать, 
термодинамически оптимизировать и производить эксергетический анализ более чем ста 
различных схем тригенерационных турбоустановок на основе низкокипящих рабочих тел. 
С помощью программы произведен эксергетический анализ шести схем тригенерационных 
турбоустановок на органическом цикле Ренкина: на перегретом паре с парокомпрессионной 
холодильной установкой; с промежуточным перегревом рабочего тела и парокомпрессионной 
холодильной установкой; на перегретом паре с холодильной установкой с производством 
углекислоты; с промежуточным перегревом рабочего тела и холодильной установкой с произ-
водством углекислоты; на перегретом паре с холодильной установкой с производством угле-
кислоты и охлаждением конденсатора турбоустановки жидкой углекислотой; с промежуточ-
ным перегревом рабочего тела, холодильной установкой с производством углекислоты 
и охлаждением конденсатора турбоустановки жидкой углекислотой. В качестве источника 
энергии для перечисленных схем использована газотурбинная установка. Изучена возмож-
ность применения получаемой жидкой углекислоты для охлаждения конденсатора турбоуста-
новки на органическом цикле Ренкина. Проведен сравнительный анализ двух методов получе-
ния холода (при помощи парокомпрессионной холодильной установки и холодильной установки 
с производством углекислоты) для использования в схемах тригенерации. Исследования базиро-
вались на методе эксергетического анализа, результаты которого представлены в виде укруп-
ненных диаграмм Грассмана – Шаргута. Проведен технико-экономический анализ применения 
промежуточного перегрева в органическом цикле Ренкина, в качестве рабочего тела использо-
вался озонобезопасный фреон R245FA. Сформулированы рекомендации по применению иссле-
дованных схем тригенерации на органическом цикле Ренкина.  
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Trigeneration Turbine Units Based 
on Low Boiling Working Fluids 

A. V. Ovsyannik1), V. P. Kliuchinski1)

1)Sukhoi State Technical University of Gomel (Gomel, Republic of Belarus)

Abstract. A program that allows modeling, thermodynamically optimizing and performing 
exergetic analysis of more than a hundred different variations of the schemes of trigeneration  
turbine units based on low-boiling working fluids. With the aid of the program that had been  
developed, an exergetic analysis of six schemes of trigeneration turbine units on the organic  
Rankine cycle was performed, viz. on an overheated steam with a steam compression refrigeration 
unit; with an intermediate overheating of the working fluid and a steam compression refrigeration 
unit; on an overheated steam with a refrigeration unit with carbon dioxide production; with  
an intermediate overheating of the working fluid and a refrigeration unit with carbon dioxide  
production; on an overheated steam with a refrigeration unit with production carbon dioxide and 
cooling of the turbine condenser with liquid carbon dioxide; with intermediate overheating of the 
working fluid, a refrigeration unit with carbon dioxide production and cooling of the turbine unit 
condenser with liquid carbon dioxide. A gas turbine unit was used as an energy source for the 
above-mentioned schemes. The possibility of using the resulting liquid carbon dioxide to cool the 
condenser of a turbine unit on an organic Rankine cycle has been studied. A comparative analysis 
of two methods of obtaining cold (using a steam compression refrigeration unit and a refrigeration 
unit with carbon dioxide production) for use in trigeneration schemes has been carried out.  
The research was based on the method of exergetic analysis, the results of which are presented in 
the form of enlarged Grassmann – Shargut diagrams. A technical and economic analysis of the use 
of intermediate overheating in the organic Rankine cycle has been carried out, ozone-safe freon 
R245FA was used as the working fluid. Recommendations for the application of the studied  
trigeneration schemes on the organic Rankine cycle are formulated.  
Keywords: organic Rankine cycle, low-boiling working fluid, carbon dioxide production, exerge- 
tic analysis, efficiency improvement, trigeneration, refrigerant, cooling of the condenser with 
carbon dioxide, optimization, trigeneration scheme, Grassmann – Shargut diagram 
For citation: Ovsyannik A. V., Kliuchinski V. P. (2022) Trigeneration Turbine Units Based  
on Low Boiling Working Fluids. Energetika. Proc. CIS Higher Educ. Inst. and Power Eng. Assoc. 
65 (3), 263–275. https://doi.org/10.21122/1029-7448-2022-65-3-263-275 (in Russian) 

Введение 

Тригенерация – эффективный способ удовлетворения потребителей 
электроэнергией, теплотой и холодом, необходимыми в различных отрас-
лях промышленности (для реализации технологических процессов), а так-
же в сфере услуг и жилищно-коммунальном хозяйстве [1]. В определенных 
условиях тригенерация позволяет снизить затраты топливно-энергетиче- 
ских ресурсов и улучшить экологические показатели генерирующих 
установок [2]. 

Для утилизации низкопотенциальных источников энергии (например, 
тепловых отходов предприятий, выхлопных газов газотурбинной установ-
ки (ГТУ), продуктов сжигания биотоплива и других низкопотенциальных 
топлив) все чаще используются турбоустановки на низкокипящих рабочих 
телах (НКРТ) [1, 3–18]. В случае когда рабочее тело имеет более низкую, 
чем у воды, температуру кипения, его испарение происходит при относи-



A. V. Ovsyannik, V. P. Kliuchinski
Trigeneration Turbine Units Based on Low Boiling Working Fluids   265 

тельно невысокой температуре, что и позволяет утилизировать низкопо-
тенциальную энергию. 

Однако выбор рабочего тела – это сложная и многокритериальная зада-
ча [19–21]. Решение Монреальского протокола коренным образом измени-
ло подход к традиционным озоноразрушающим хладагентам, и, начиная 
с 1990-х гг., на одно из первых мест вышел вопрос об опасности изменения 
климата и сохранения эмиссии парниковых газов, вызванной применением 
таких хладагентов. Для анализа экологической целесообразности примене-
ния хладагентов используют такие параметры, как озоноразрушающий 
потенциал (ОРП) и потенциал глобального потепления (парникового эф-
фекта). Для хладагентов группы хлорфторуглеродов ОРП ≥ 1, гидрохлор- 
фторуглеродов ОРП < 0,1, гидрофторуглеродов ОРП = 0 [2].  

Выделяют группы требований к НКРТ: экологические, термодинамиче-
ские, эксплуатационные и экономические. Найти хладагенты, отвечающие 
всем перечисленным критериям, практически невозможно [5]. С термоди-
намической точки зрения, один из главных показателей при выборе рабо-
чего тела – максимальная удельная работа или максимальный коэффици-
ент полезного действия цикла.  

Эксергия – предельное значение энергии, которое может быть полез-
ным образом использовано (получено или затрачено) в термодинамиче-
ском процессе с учетом ограничений, накладываемых законами термо- 
динамики. Эксергетический анализ, учитывающий потери от неравно- 
весности процессов в системе, позволяет выполнить как относительную, 
так и абсолютную оценку степени термодинамического совершенства, при- 
меняемых технологий, в отличие от анализа, основанного на энергетиче-
ском КПД [6–8].  

Проведем эксергетический анализ тригенерационных турбоустановок, 
использующих низкокипящие рабочие тела. Методика термодинамическо-
го анализа турбодетандерных циклов представлена в [6].  

Описание и принцип работы программы 

Для изучения эксергетической эффективности тригенерационных тур-
боустановок разработана программа, позволяющая производить эксергети-
ческий анализ более чем ста различных вариантов схем с применением 
различных НКРТ. В качестве источников энергии используются: ГТУ, вто-
ричные энергетические ресурсы и котлоагрегат. Расчет ГТУ производится 
с учетом допустимой (по техническим соображениям) температуры про-
дуктов сгорания, поступающих в газовую турбину. 

Программа позволяет произвести расчет трех различных вариантов 
турбоустановки на органическом цикле Ренкина (ОЦР): без перегрева, на 
перегретом паре и с промежуточным перегревом. Оптимальные с эксерге-
тической точки зрения параметры рабочего тела перед турбиной опреде-
ляются методом равномерного поиска. Также проверяются допустимость 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BD%D0%B5%D1%80%D0%B3%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D1%80%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D0%BC%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%86%D0%B5%D1%81%D1%81
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D1%80%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D0%BC%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%86%D0%B5%D1%81%D1%81
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D1%80%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D0%BC%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D1%80%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D0%BC%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BA%D1%81%D0%B5%D1%80%D0%B3%D0%B8%D1%8F#cite_note-_a05086ac539e8711-21
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BA%D1%81%D0%B5%D1%80%D0%B3%D0%B8%D1%8F#cite_note-_a05086ac539e8711-21
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полученных циклов и возможность установки регенеративного теплооб-
менного аппарата на выходе из турбины.  

Критерием допустимости ОЦР является степень сухости рабочего тела 
в процессе расширения в турбине. Полученный цикл не может использо-
ваться, когда степень сухости рабочего тела: перед турбиной ниже до- 
пустимой (рис. 1а), в промежуточных ступенях турбины (рис. 1b) или пе-
ред последними ступенями (рис. 1c) достигает недопустимых значений. 
Для определения возможности реализации цикла программа устанавливает 
степень сухости рабочего тела в различных точках процесса расширения 
и сравнивает эти значения с допустимыми (например, допустимая степень 
сухости не должна быть ниже 1). В случае если хотя бы одно из получен-
ных значений не соответствует заданному критерию, цикл выбраковывает-
ся и дальнейший его расчет не производится, программа переходит к ана-
лизу цикла с другими параметрами.  

 a b  c 

   Энтропия S, Дж/К        Энтропия S, Дж/К      Энтропия S, Дж/К 

Рис. 1. Случаи недопустимых циклов для турбоустановок на низкокипящих рабочих телах: 
a – степень сухости рабочего тела достигает недопустимых значений в начале процесса 

расширения; b – в процессе расширения; c – в конце процесса расширения 
Fig. 1. Cases of unacceptable cycles with the use of turbine units on low-boiling working fluids: 
a – the degree of dryness of the working fluid at the beginning of the expansion process reaches 
unacceptable values; b – the degree of dryness of the working fluid during the expansion process 

reaches unacceptable values; c – the degree of dryness of the working fluid at the end  
of the expansion process reaches unacceptable values 

В программе также предусмотрен расчет двух вариантов холодильных 
установок (ХУ): парокомпрессионной с возможностью переохлаждения 
рабочего тела и установки для производства жидкой и газообразной угле-
кислоты с возможностью получения холода (рис. 2) [8, 9, 11].  

На рис. 2 представлена схема тригенерационной установки с производ-
ством углекислоты, включающая: 1 – теплообменный аппарат; 2 – абсор-
бер; 3 – десорбер; 4 – брызгоотделитель; 5 – осушитель; 6 – инжектор; 
7 – ресивер; 8 – компрессор; 9 – конденсатор холодильной установки; 
10, 14 – регулирующий вентиль; 11, 15 – сепаратор; 12, 5т – насос; 13, 16 – 
испаритель; 1то – подогреватель тепловой нагрузки; 1т – котел-утилизатор; 
2т – турбину на НКРТ; 3т, 4г – генератор; 4т – конденсатор ОЦР; 6т – реге-
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неративный теплообменный аппарат; 1г – компрессор ГТУ; 2г – камеру 
сгорания ГТУ; 3г – газовую турбину.  

Рис. 2. Схема тригенерационной установки с производством углекислоты 
Fig. 2. Diagram of a trigeneration unit with carbon dioxide production 

Воздух из атмосферы поступает на всасывание в компрессор, сжимает-
ся и подается в камеру сгорания одновременно с топливом. После сгорания 
горячие газы совершают работу по вращению вала турбины, соединенного 
с валом генератора. Затем продукты сгорания все еще с довольно высокой 
температурой попадают в подогреватель тепловой нагрузки, передавая 
часть своей энергии теплоносителю, и далее – в котел-утилизатор, где и 
отдают оставшуюся часть энергии НКРТ. Низкокипящее рабочее тело, 
превратившись в пар в котле-утилизаторе, а при необходимости и пройдя 
процесс перегрева, поступает в турбину, где совершает работу по враще-
нию ее вала, а затем и связанного с ним вала генератора. Затем НКРТ, бу-
дучи все еще в перегретом состоянии, направляется в регенеративный теп-
лообменный аппарат, в котором нагревает сконденсировавшиеся в конден-
саторе ОЦР пары НКРТ. Далее насос 5т повышает давление НКРТ, рабочее 
тело проходит регенеративный теплообменный аппарат и снова поступает 
в котел-утилизатор. Продукты сгорания попадают в установку абсорбер – 
десорбер, где отделяется чистый СО2. Полученная углекислота при помо-
щи инжектора подается в ресивер. Далее сжатый в компрессоре диоксид 
углерода подается в конденсатор холодильной установки, охлаждается, 
дросселируется в регулирующем вентиле и сепарируется в сепараторе. 
Часть жидкой углекислоты отправляется на склад, оставшаяся поступает 
на вторую ступень дросселирования 14 и сепарируется в сепараторе 15. 
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Жидкая углекислота частично используется для получения холода (триге-
нерация энергии) в испарителях и конденсации рабочего тела в конденса-
торе ОЦР. Это приводит к повышению энергетической эффективности 
установки.  

Результаты выводятся двумя способами: графическим – в виде схем, 
на которых представлены необходимые параметры, и текстовым – в виде 
текстового файла (отчета), создаваемого программой в зависимости от вы-
бранного варианта схемы.  

Результаты исследований 

При помощи разработанной программы произведен эксергетический 
анализ следующих схем тригенерации с: подогревателем теплоносителя, 
турбоустановкой на перегретом паре, парокомпрессионной холодильной 
установкой (рис. 3); подогревателем тепловой нагрузки, промежуточным 
перегревом рабочего тела в турбоустановке и парокомпрессионной холо-
дильной установкой (рис. 4); подогревателем тепловой нагрузки, турбо-
установкой на перегретом паре, холодильной установкой с производством 
углекислоты (рис. 5); подогревателем тепловой нагрузки, промежуточным 
перегревом рабочего тела в турбоустановке и холодильной установкой 
с производством углекислоты (рис. 6); подогревателем тепловой нагрузки, 
турбоустановкой на перегретом паре, холодильной установкой с производ-
ством углекислоты и охлаждением конденсатора турбоустановки жидкой 
углекислотой (рис. 7); подогревателем тепловой нагрузки, промежуточным 
перегревом рабочего тела в турбоустановке, холодильной установкой с 
производством углекислоты и охлаждением конденсатора турбоустановки 
жидкой углекислотой (рис. 8). 

Источник энергии для всех исследуемых вариантов схем – газотурбин-
ная установка. В качестве рабочего тела ОЦР принят фреон R245FA – один 
из наиболее термодинамически эффективных озонобезопасных НКРТ [10]. 
Для удобства сравнения циклов рабочим телом для холодильной установки 
с производством углекислоты и парокомпрессионной холодильной уста-
новки выбран R744 (углекислота). Исходные данные и необходимые тер-
модинамические параметры циклов приведены в табл. 1. 

Результаты эксергетического анализа представлены на рис. 3–8 в виде 
укрупненных диаграмм Грассмана – Шаргута [20–24]. Использованы сле-
дующие сокращения: П – подогреватель тепловой нагрузки; ХУ – холо-
дильная установка; ТУ – турбоустановка; ГТУ – газотурбинная установка. 
Все параметры на диаграммах указаны в процентах, в качества ста процен-
тов принята эксергия топлива, поступающего в камеру сгорания газотур-
бинной установки, а эксергия воздуха, забираемого из окружающей среды 
с температурой 15 °С, принята за точку отсчета. Тогда эксергия воздуха, 
обладающего параметрами окружающей среды (температура, давление, 
концентрация и т. д.), будет равна нулю. 
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Таблица 1 
Исходные данные и термодинамические параметры исследуемых циклов 

Initial data and thermodynamic parameters of the cycles under study 

Газотурбинная установка 
 Степень повышения давления, ед. 14,6 

 Низшая теплота сгорания топлива, кДж/кг 33500 

 Допустимая температура на входе в газовую турбину, °С 1100 

 Температура выхлопных газов, °С 550 

Подогреватель теплоносителя 

 График работы теплосети, °С 110/70 

Органический цикл Ренкина 

 Температура дымовых газов на входе в котел-утилизатор, °С 437 

 Максимально допустимая температура низкокипящего рабочего тела 
 перед турбиной, °С 250 

 Максимально допустимая температура низкокипящего рабочего тела 
 промежуточного перегрева, °С 250 

 Температура низкокипящего рабочего тела на выходе 
 из конденсатора, °С 25 

 Температура низкокипящего рабочего тела на выходе из конденсатора 
 в случае использования для его охлаждения жидкой углекислоты, °С 4 

Парокомпрессионная холодильная установка  
и установка по производству углекислоты и холода 

 Получаемая температура холода, °С 2 

 Температура окружающей среды, °С 15 

 Температура низкокипящего рабочего тела на выходе из конденсатора, °С 22 

Примечание. Давление рабочего тела перед турбиной и в промежуточном пере- 
гревателе определяется программой автоматически как термодинамически оптимальное 
для данного цикла [21]. Например, для рис. 3 оптимальное давление 5,89 МПа. 

Рис. 3. Диаграмма Грассмана – Шаргута тригенерационной установки 
на перегретом паре с парокомпрессионной холодильной установкой 

Fig. 3. Grassmann – Sargut diagram of a trigeneration unit on superheated steam 
with a vapor compression refrigeration unit 
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Рис. 4. Диаграмма Грассмана – Шаргута тригенерационной установки  
с промежуточным перегревом и парокомпрессионной холодильной установкой 

Fig. 4. Grassmann – Shargut diagram of a trigeneration unit with intermediate 
superheating and a steam compression refrigeration unit 

Рис. 5. Диаграмма Грассмана – Шаргута тригенерационной установки на перегретом паре 
с установкой по производству углекислоты 

Fig. 5. Grassmann – Shargut diagram of trigeneration unit on superheated steam 
with a carbon dioxide production unit 

Рис. 6. Диаграмма Грассмана – Шаргута тригенерационной установки с промежуточным 
перегревом и установкой по производству углекислоты 

Fig. 6. Grassmann – Shargut diagram of a trigeneration unit with intermediate 
overheating and a carbon dioxide production unit 
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Рис. 7. Диаграмма Грассмана – Шаргута тригенерационной установки 
на перегретом паре с производством углекислоты  

и охлаждением конденсатора турбоустановки жидкой углекислотой 
Fig. 7. Grassmann – Shargut diagram of a trigeneration unit on superheated steam with carbon 

dioxide production and cooling of the turbine unit condenser with liquid carbon dioxide 

Рис. 8. Диаграмма Грассмана – Шаргута тригенерационной установки 
с промежуточным перегревом, производством углекислоты  

и охлаждением конденсатора турбоустановки жидкой углекислотой 
Fig. 8. Grassmann – Shargut diagram of a trigeneration unit  with intermediate superheating,  

carbon dioxide production, and cooling of the turbine unit condenser with liquid carbon dioxide 

Промежуточный перегрев рабочего тела во всех исследуемых вариан-
тах (рис. 3–8) более эффективен по сравнению с турбоустановкой на пере-
гретом паре. Это связано со снижением потерь эксергии в ОЦР. Технико-
экономические показатели двух вариантов турбоустановки (на перегретом 
паре и с промежуточным перегревом) (табл. 2) также свидетельствуют об 
экономической целесообразности применения схем с промежуточным пе-
регревом. 

Тригенерационная турбоустановка с производством углекислоты обла-
дает несколько меньшим эксергетическим КПД, чем с парокомпрессион-
ной холодильной машиной. Однако она имеет дополнительный эксергети-
ческий эффект в виде производимой жидкой и газообразной углекислоты, 
что не учитывалось в расчетах.  
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Таблица 2 
Технико-экономические показатели турбоустановки на перегретом паре  

и с промежуточным перегревом 
Technical and economic indicators of turbo units on superheated steam 

and with intermediate overheating 

Параметр 
Турбоустановка 

Примечание на перегретом 
паре 

с промежуточным 
перегревом 

Количество теплоты Q, поступающей 
в котел-утилизатор, ГДж 17,90 17,90 Исх. данные 
Рабочее тело R245FA R245FA 
Температура низкокипящего рабочего 
тела перед частью высокого давления, °С 250 250 Исх. данные 
Давление низкокипящего рабочего тела 
перед частью высокого давления, МПа 5,90 7,70 Программа* 
Температура низкокипящего рабочего 
тела перед частью низкого давления, °С – 250 Программа* 
Давление низкокипящего рабочего тела 
перед частью низкого давления, МПа – 1,80 Программа* 
КПД η, % 22,80 24,50 Программа* 
Вырабатываемая электроэнергия N, кВт 1133 1216 N = Q/0,36µ 
Стоимость установки Су, ×106 руб. 7,02 7,49 [25, 26] 
Стоимость электроэнер- 
гии Сэ, ×10–2 руб./(кВт∙ч) 28,70 28,70 Исх. данные 
Экономия ∆С, ×106 руб./г. 2,28 2,44 ∆С = NCэ 
Чистая прибыль за 10 лет эксплуата- 
ции П, ×106 руб. 15,78 16,91 П = 10∆С – Су 

Программа* – данные получены авторами. 

Охлаждение конденсатора турбоустановки жидкой углекислотой 
приводит к увеличению вырабатываемой электрической энергии в ОЦР. 
Это связано со снижением параметров рабочего тела на выходе из турбины 
и, как следствие, с увеличением располагаемого теплоперепада. При этом 
затраты эксергии на производство углекислоты увеличиваются, превосходя 
положительный эффект. Но это позволяет предотвратить выброс углекис-
лоты в окружающую среду и отказаться от внешнего источника охлажде-
ния (системы оборотного водоснабжения и т. д.). 

ВЫВОДЫ 

1. Использование в тригенерации схемы с производством жидкой и га-
зообразной углекислоты увеличивает затраты эксергии на привод компрес-
сора, но при этом появляется дополнительный продукт генерации – угле-
кислота. Таким образом, данные схемы (с производством углекислоты) 
могут быть целесообразны для потребителей, нуждающихся в углекислоте 
(целлюлозно-бумажные комбинаты, фармацевтические предприятия, пред-
приятия пищевой и химической промышленности и др.).  
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2. Охлаждение конденсатора турбоустановки жидкой углекислотой
позволяет предотвратить выброс последней в окружающую среду и отка-
заться от внешнего источника охлаждения (системы оборотного водоснаб-
жения), однако это приводит к снижению эксергетической эффективности 
тригенерационной установки в целом. 

3. Промежуточный перегрев рабочего тела в органическом цикле Рен-
кина имеет смысл применять вне зависимости от схемы тригенерации. 
Полученные результаты свидетельствуют не только о термодинамической 
эффективности схем с промежуточным перегревом, но и об их экономиче-
ской целесообразности (чистая прибыль увеличивается на 7,2 %). 
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Реферат. Масштабное гидротехническое сооружение, связанное с возведением и эксплуа-
тацией больших плотин и водохранилищ, оказывает влияние на экосистему и физико-
географические характеристики района строительства. Помимо этого, в период прохожде-
ния катастрофических паводков и половодий возрастает опасность гидродинамической 
аварии, т. е. переполнения водохранилищ, перелива через гребень земляной плотины и ее 
разрушения, сопровождаемого образованием прорана и истечением через него в нижний 
бьеф неустановившегося потока воды в виде волны прорыва. Процесс размыва грунтовой 
плотины вследствие перелива воды через гребень можно разделить на две стадии. На пер-
вой размывается низовой откос, по которому вода движется как по быстротоку. Профиль 
плотины, вначале трапецеидальный, к концу размыва принимает форму, близкую к тре-
угольной, причем отметка гребня со стороны верхового откоса остается постоянной. Вторая 
стадия характеризуется интенсивным снижением гребня, плотина быстро приобретает фор-
му водослива практического профиля, которая сохраняется до конца размыва. В это же вре-
мя происходит интенсивное расширение прорана. Как показал анализ, существующие ма-
тематические модели, используемые для расчета динамики размыва плотины, особенно ее 
первой стадии до расширения прорана, несовершенны. В статье представлена разработан-
ная авторами уточненная методика моделирования процесса размыва грунтовых плотин 
при переливе воды через гребень. Производимые по ней расчеты позволяют построить  
гидрограф расхода в створе размываемой плотины. Методика может применяться при 
разработке проектной документации на первой стадии проектирования плотин, а также 
при определении прогнозных количественных и качественных характеристик водного  
режима водохранилищ.  

Ключевые слова: расход, паводок, водохранилище, плотина, размыв, проран, перелив, 
затопление, гидродинамическая авария, волна прорыва, гребень плотины, моделирование 
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Theoretical Foundations for Calculating the Erosion  
of Soil Dams during Overflow of Water over the Ridge 
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Abstract. Large-scale hydraulic engineering construction associated with the erection and opera-
tion of large dams and reservoirs has an impact on the ecosystem and physical and geographical 
characteristics of the construction area. In addition, during the passage of catastrophic floods and 
high waters, the danger of a hydrodynamic accident increases, i. e. overflow of reservoirs, over-
flow of masses over the ridge of an earthen dam and its destruction, accompanied by the formation 
of a closure channel and the outflow of an unsteady water flow through it into the lower reaches 
in the form of a breakthrough wave. The process of erosion of an underground dam due to the 
overflow of water over the ridge can be divided into two stages. During the first one, the lower 
slope is eroded, along which the water moves as if by a rapid current. The profile of the dam, 
initially trapezoidal, by the end of the erosion takes a shape close to triangular, and the ridge mark 
on the side of the upper slope remains constant. The second stage is characterized by an intensive 
reduction of the ridge; the dam quickly takes the form of a practical profile spillway, which per-
sists until the end of erosion. At the same time, there is an intensive expansion of the closure chan-
nel. As the analysis showed, the existing mathematical models used to calculate the dynamics 
of the erosion of the dam, especially its first stage before the expansion of the closure channel,  
are not perfect. The article presents a refined methodology developed by the authors for modeling 
the process of erosion of ground dams during water overflow over the ridge. The calculations 
made in accordance with this methodology make it possible to construct a flow hydrograph in  
the location of the eroded dam. The methodology can be used in the development of project docu-
mentation at the first stage of dam design, as well as in determining the forecast quantitative 
and qualitative characteristics of the water regime of reservoirs. 
Keywords: discharge, flood, reservoir, dam, erosion, closure channel, overflow, flooding, hydro-
dynamic accident, breakthrough wave, dam ridge, simulation 
For citation: Ivashechkin V. V., Bohaslauchyk P. M., Veremenyuk V. V., Nemeravets O. V. 
(2022) Theoretical Foundations for Calculating the Erosion of Soil Dams during Overflow 
of Water over the Ridge. Energetika. Proc. CIS Higher Educ. Inst. and Power Eng. Assoc. 65 (3), 
276–284. https://doi.org/10.21122/1029-7448-2022-65-3-276-284 (in Russian) 

Введение 

Для накопления и хранения воды в целях ее использования в народном 
хозяйстве постоянно проектируются и создаются новые водохранилища. 
В Республике Беларусь создано 153 водохранилища с общей площадью 
зеркала 822 км2, полезным объемом 1,2 км3. Сравнительно недавно введе-
ны в действие три крупные ГЭС: Гродненская на р. Неман, Витебская 
и Полоцкая на р. Западная Двина. Подпорные сооружения водохранилищ 
удерживают огромные массы воды. В экстремальных ситуациях при про-
хождении по реке катастрофических паводков и половодий возникает риск 
переполнения водохранилищ, перелива этих масс через гребень земляной 
плотины и затопления значительных территорий [1–3]. При нормальных 
условиях эксплуатации возникают проблемы, связанные с разрушением 
берегов и откосов [4]. Разрушение плотины сопровождается образованием 
прорана и истечением через него в нижний бьеф неустановившегося пото-
ка воды в виде волны прорыва. Волна прорыва и катастрофическое затоп-
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ление местности являются основными разрушающими факторами гидро-
динамических аварий. 

Анализ используемых математических моделей для расчета динамики 
размыва плотины (особенно ее первой стадии до расширения прорана) 
показал, что они несовершенны и базируются на приближенных зависимо-
стях [5–7]. Цель настоящей статьи – разработка уточненной методики 
моделирования процесса размыва грунтовых плотин при переливе воды 
через гребень. 

Моделирование процессов разрушения грунтовой плотины 

Процесс размыва однородных плотин моделируется в соответствии 
с методикой, разработанной и описанной в [8]. В нем выделяют две стадии. 
На первой (рис. 1a) размывается низовой откос, по которому вода движется 
как по быстротоку. Профиль плотины, вначале трапецеидальный, к концу 
размыва низовой призмы ABCD принимает форму, близкую к треугольной, 
причем отметка гребня со стороны верхового откоса остается постоянной. 
Вторая стадия (рис. 1b) характеризуется интенсивным снижением гребня, 
плотина быстро приобретает форму водослива практического профиля, 
которая сохраняется до конца размыва. В это же время происходит интен-
сивное расширение прорана. 

а       

b 

Рис. 1. Схема размыва грунтовой плотины при переливе: a – первая стадия; 
b – вторая стадия 

Fig. 1. Scheme of erosion of a soil dam during overflow: a – first stage; 
b – second stage 

Y1

Yгр

z
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z
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Процесс разрушения грунтовой плотины и возникновения прорана 
можно описать системой четырех дифференциальных уравнений. 

1. Уравнение для описания первой стадии размыва [8]:

( ) ( ) ( )
1,45 0,7251,275

2,175п 1
гр2,55

1

2
0,055 ,

i m gdM B z Y
dt n

σ
= −    (1) 

где M – масса грунта низовой призмы, кг; t – время, с; i – уклон дна 
на быстротоке, 1sin ;i = α  1α  – угол наклона низового откоса к горизон- 
ту; σп – коэффициент подтопления п( 1,σ =  если подтопления нет, σп < 1 
в противном случае); 1m  – коэффициент расхода водослива; g – ускорение 
свободного падения, 9,80665g = м/с2; п1 – коэффициент шероховатости 
поверхности низового откоса, 1/8

1 0,0324n d=  при h/r от 1000; h – глубина 
потока, м; r – радиус частиц размываемого грунта, м (формула Гончаро- 
ва) [9]; B – ширина прорана, предполагаемая постоянной в течение первого 
этапа размыва плотины, м; z – отметка уровня верхнего бьефа, м; Yгр – от-
метка гребня плотины, м. 

В случае мелкозернистых грунтов (d < 1,0 мм) можно сделать допуще-
ние [8], что низовой откос, размываясь, остается параллельным самому 
себе. Учитывая это, преобразуем (1), чтобы получить выражение для ши-
рины части гребня плотины b(t), оставшейся не размытой к моменту вре-
мени t. Для этого представим левую часть выражения (1) в виде   

( )гр гр ,
Y Bd b bdM

dt dt
ρ −

=           (2) 

где ρ  – плотность грунта плотины, кг/м3; грb  – начальная ширина гребня 
плотины, м. 

Тогда из (1) и (2) получим 

( ) ( ) ( )
1,45 0,7251,275

2,175п 1
гр2,55

1 гр

2
0,055 .

i m gdb z Y
dt n Y

σ
= − −

ρ
         (3) 

2. Уравнение для изменения ширины прорана в зависимости от време-
ни. В работе К. Р. Пономарчука [10] по итогам гидравлического моделиро-
вания построены графики изменения во времени ширины прорана B = B(t), 
на основании которых выведена эмпирическая формула 

4,5

2
уд

0,035 ,tghdB
dt W

=  (4) 

где ht – разность уровней воды между верхним бьефом и дном прорана 
(действующий напор на проране), м; Wуд – площадь поперечного сечения 
плотины между ее гребнем и дном прорана, м2.   
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Замечаем, что ,th z y= −  где y – отметка гребня водослива в пределах 

прорана (дна прорана), м; площадь сечения ( ) ( )уд гр гр гр ,W b m Y y Y y ′= + − − 

где m′  – среднее  заложение  откосов  плотины; 1 1 2 2

1 2
,

m h m h
m

h h
′ ′+

′ =
+

 

где 1 1 2 2, , ,m h m h′ ′  – заложения и высоты соответственно верхового и низово-
го откосов. Тогда (4) запишем в виде 

( )
( ) ( )

4,5

2 2
гр гр гр

0,035 .
g z ydB

dt b m Y y Y y

−
=

 ′+ − −  

      (5) 

3. Уравнение для отметки ( )y t  гребня водослива в пределах прорана
(уточнено авторами) [8]: 

( )0,407 0,61
п 2

Б ( ) ,dy m z y
dt g

ε
= − σ −

ρ
    (6) 

где 
23
21 1,26

2 ;
m

g
−

ε =
β

 2m  – коэффициент расхода водослива (как правило, 

отличается от 1m ); β – постоянная, зависящая от гранулометрического со-
става размываемого грунта; параметр Б находят по формуле 

3,33
2,165 1,96225,64 2Б 2,224(1 ) ,n gd g

w
− 

= + ϕ α  ϕ 

где ϕ – параметр турбулентности; 2n  – коэффициент шероховатости по-
верхности прорана; w – гидравлическая крупность частиц размываемого 
грунта, м/с; α – коэффициент Кориолиса. 

4. Уравнение для отметки ( )z t  верхнего бьефа водохранилища в общем
случае имеет вид 

0 с  ,
( )

Edz Q Q Q Q
dt F z

− − −
=     (7) 

где 0Q  – расход воды, поступающей в верхний бьеф (приточность), м3/c; 
Q – то же через проран; Qc – то же в створах водосбросных сооружений; 
QE – то же, используемый для энергетики; F(z) – площадь водной поверх-
ности водохранилища при отметке z верхнего бьефа, которую определяют 
методом наименьших квадратов по опытным данным для каждого кон-
кретного водохранилища [11, c. 65; 12, c. 150], м2.  

Расход воды через проран находим как через водослив 

1,52 ( ) .Q mB g z y= −             (8) 

Значения параметров, входящих в дифференциальные уравнения (3), 
(5)–(7), определяют для каждого изучаемого объекта отдельно. Рассмотрим 
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алгоритм использования указанных уравнений для моделирования процес-
са разрушения грунтовой плотины и возникновения прорана. Весь процесс 
условно разбивают на три этапа.  

Первый этап – процесс размыва гребня плотины с его начальной шири-
ной bгр. Для его моделирования используем уравнения (3), (7), (8) с началь-
ными условиями z(0) = Yгр, b(0) = bгр и коэффициентом расхода m = m1. 
На   всем   этапе   принимается   у(t) ≡ Yгр и B(t) ≡ B0   (для  дальнейших   вычис- 
лений  начальная  ширина  прорана  B0  оказывается   несущественной  при  оп- 
ределении его конечной ширины, поэтому имеет смысл брать ее значе- 
ние, равное ширине предполагаемого русла в нижнем бьефе). Вычисления 
производятся на промежутке времени 1(0; )T , где T1 определяется из усло- 
вия b(T1) = 0,01bгр. Для времени 1t T<  уравнения (5), (6) не используются. 

Второй этап – процесс интенсивного расширения прорана и размыва 
его гребня до дна плотины. Здесь используются уравнения (5)–(7). Для (6) 
начальное условие у(T1) = Yгр. Коэффициент расхода в (8) 2.m m=  Уравне-
ние (5) начинают использовать при 1 ,t T> + δ где δ – заданная малая вели-
чина, иначе знаменатель обращается в 0. Вычисления производятся на 
промежутке времени 1 2( ; ),T T  где T2 определяется из условия у(T2) = 
= 0,01Yгр. Для времени 1t T>  уравнение (3) не используется. 

Третий этап – процесс расширения прорана и слив большей части объ-
ема водохранилища. Здесь используются уравнения (6), (7). Вычисления 
производятся на промежутке времени 2 3( ; ),T T  где T3 определяется из усло-
вия z(T3) < zкрит; zкрит – заданная величина. 

Пример расчета. Математическое моделирование разрушения плотины 
и образования волны прорыва осуществлено по описанной методике на 
примере Клястицкого водохранилища на р. Нища (Россонский район 
Витебской области). Плотина насыпная однородная из мелких песков, об-
щая длина 164 м (рис. 2). По гребню проходит эксплуатационная дорога 
с гравийным покрытием шириной 4,5 м и обочинами по 0,75 м. Заложе- 
ние верхового откоса плотины 1:3,5; низового: от гребня плотины до бер-
мы – 1:2,5; от бермы до дна 1:3,0.  

Данные для плотины: отметка гребня Yгр = 5,5 м относительно гребня 
водосброса; ширина гребня грb = 6 м; диаметр частиц грунта тела плоти- 
ны d = 0,5 мм; среднее заложение откосов 2,75m′ = ; плотность грунта тела 
плотины ρ  = 1600 кг/м3; гидравлическая крупность w = 0,05 м/c; постоян-
ная, зависящая от гранулометрического состава размываемого грун- 
та, 2;β =  коэффициенты расхода для первого этапа 1 0,35,m =  для второго 
и третьего этапов 2 0,5;m =  приточность 0 174Q =  м3/с; параметр турбу-
лентности ϕ = 1; коэффициент подтопления п 0,6;σ =  коэффициент Ко-
риолиса α = 1,4; начальная ширина прорана 10B =  м. Для простоты пред-
полагаем, что расход в створах водосбросных сооружений с 0,Q =  расход, 
используемый для энергетики, 0,EQ =  что не является существенным 
ограничением. 
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Рис. 2. Поперечный профиль однородной грунтовой плотины на реке Нища 
Fig. 2. Cross-section of a homogeneous earth dam on the Nishcha river 

Вычисленные данные – коэффициенты шероховатости поверхности: 
низового откоса (по формуле Гончарова) n1 = 0,0125; прорана n2 = n1.  

Площадь водной поверхности Клястицкого водохранилища в зависимо-
сти от отметки уровня верхнего бьефа задана в виде таблицы. После обра-
ботки табличных данных методом наименьших квадратов получена эмпи-
рическая формула ( ):F F z=  

( )1,21 0,0007 1,5 0,74 .
zz eF e= + −  

Результаты моделирования процесса разрушения плотины (с момента 
окончания первого этапа), полученные с помощью компьютерной про-
граммы, представлены в виде кривых изменения во времени: ширины про-
рана ( ),B B t=  уровня верхнего бьефа ( ),z z t=  удельного расхода воды, 
проходящей через проран, ( )Q Q t=  в створе плотины (рис. 3). 
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Рис. 3. Результаты моделирования  
разрушения плотины: a – изменение  

во времени ширины прорана;  
b – уровня верхнего бьефа; c – расхода воды, 

проходящей через проран 
Fig. 3. Dam destruction simulation results:  

a – alteration over rime of the width  
of the closure channel; b – of the headwater level;  

c – оf the discharge of water passing through  
the closure channel 
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Из анализа полученных графиков следует, что процесс размыва низо- 
вого откоса (первый этап разрушения плотины) занимает приблизитель- 
но 30 мин (точнее 0,541 ч), при этом отметка гребня остается постоянной. 
На протяжении примерно 75 мин происходит интенсивное нарастание рас-
хода параллельно с увеличением ширины прорана, сопровождающееся 
понижением уровня верхнего бьефа и снижением отметки гребня плотины 
(второй этап разрушения).  

ВЫВОДЫ 

1. Методика моделирования разрушения грунтовой плотины разработа-
на на основе решения численным методом системы четырех уравнений, 
описывающих трехэтапный размыв грунтовой плотины, баланс воды в во-
дохранилище, образование и развитие прорана, что позволило получить 
гидрограф расхода в створе размываемой плотины. Разработана компью-
терная программа. Приведен пример расчета. 

2. Решение задачи моделирования разрушения грунтовой плотины поз-
воляет определить граничные и начальные условия в ее створе для скоро-
сти и глубины потока в нижнем бьефе, используемых для определения 
границ затопления территории, расположенной ниже створа гидроузла.  

3. Методика может применяться при: разработке проектной документа-
ции на первой стадии проектирования плотин и водохранилищ, опреде- 
лении прогнозных количественных и качественных характеристик водно- 
го режима при создании водохранилищ, оценке ущерба от разрушения 
плотины. 
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