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фазных МЛ электроснабжения 0,4 кВ в целом по Армении обусловливает
при расчете технических  потерь наличие погрешности на уровне 4,4 %
общей величины расчетных технических потерь в этих сетях.

3. Реализация дополнительных измерений на 1200 головных участках
трехфазных МЛ электроснабжения в сетях 0,4 кВ Армении является эко-
номически обоснованной.

4. Предложенная методика исследования величины коэффициента не-
равномерности может быть в полной мере применена к неполнофазным
схемам электроснабжения коммунально-бытовых потребителей 0,4 кВ.
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Задача «согласования» нагрузки для двух- и четырехполюсных цепей
прочно вошла в элементарные курсы теоретической и прикладной электро-
техники. Однако распространение полученных результатов на многопо-
люсный случай не является тривиальной задачей. Подобная проблема мо-
жет возникнуть, например, при рассмотрении эффективного энергетиче-
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ского использования нескольких первичных датчиков различного рода:
температуры, давления, плотности и т. д. (входы многополюсника), нагру-
женных после предварительного усиления сигналов каждого из них на ре-
зистивную нагрузку или нагрузку, реактивной составляющей которой
можно пренебречь, а точную компенсацию путем введения нужной реак-
тивности к каждой нагрузке (выходы многополюсника) производить не
рационально или в силу каких-либо ограничений затруднительно. Приме-
рами могут служить и фрагменты энергетической системы некоего объекта
или района, распределения системы оптимальных нагревателей или иных
потребителей и т. п.

Решению частных аспектов данной постановки вопроса, когда или от-
сутствуют априорные оценки величины максимума мощности, или импе-
дансные матрицы отвечают обратимой цепи, нагруженной на источники
напряжения на внешних портах многополюсника с импедансным описани-
ем, посвящены публикации [1–3]. К сожалению, полученные решения не
применимы в случаях вырожденных или особенных матриц многополюс-
ников, нагрузок чисто резистивного характера, наличия зависимых источ-
ников напряжения и/или тока и др. Одна из интересных попыток в этом
направлении была предпринята в [4], но и в этой работе вопросы необра-
тимости описания цепей и конструктивного алгоритма расчета не стави-
лись. В данной работе, развивающей полученные результаты, рассматри-
ваются некоторые дополнительные решения поставленной проблемы. В
отличие от известных подходов обратимся к описанию многополюсной
цепи через параметры матрицы проводимостей (что предпочтительнее при
определенных соотношениях чисел узлов и контуров цепи, как, например,
в случае сложных интегральных схем), содержащей наряду с пассивными
элементами зависимые источники (ЗИ) напряжения и/или тока, а также
любые преобразователи иммитансов (гираторы, конвертеры, трансформа-
торы, инвертеры и вырожденные элементы — нуллаторы и нораторы).

Итак, исследованию подлежит необратимая (n + 1)-полюсная неуравно-
вешенная цепь (n + 1-й – общий узел), нагруженная на резистивный много-
полюсник (рис. 1). Здесь 0N – многополюсная цепь с независимыми и за-
висимыми (управляемыми) источниками (или преобразователями энергии),
описываемая несимметричной матрицей проводимостей ][ 0Y и вектора-

ми напряжений внешних узлов t
n tutututu )](,),(),([)]([ 21  и токов

t
n titititi )](,),(),([)]([ 21  ; t – символ транспозиции матриц; ][G – рези-

стивная матрица звездной структуры (в случае необходимости можно рас-
смотреть ][G отвечающей цепи общего вида).

Проблема состоит в поиске положительной определенной веществен-
ной матрицы ][G , обеспечивающей максимальную потребляемую мощ-
ность при установившемся гармоническом режиме на некоторой фиксиро-
ванной частоте. Задача может быть поставлена и по-иному: при заданной

][G оценить верхнюю границу значений этой мощности при изменении
параметров необратимых элементов в заданных границах или, наконец, при
совместном изменении элементов матрицы ][G и необратимых устройств.
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Рис. 1

Рассмотрение вопроса подразумевает выполнение двух этапов. На пер-
вом из них определяется многополюсный эквивалент теоремы Нортона для
цепи с активными элементами (преобразователями), а на втором – получе-
ние искомой оценки необходимых соотношений. После первой стадии ре-
шения (также удовлетворяющей заданным инженерным требованиям) по-
лучим следующую многополюсную цепь неуравновешенной структуры
(рис. 2).

Рис. 2

Структуры других типов могут быть сведены к данной после ряда пре-
образований [5]. На рис. 2 совместный вектор источников токов )]([ 0 snI

)(  js содержит результаты наложения токов )]([ 0 sI от независимых
источников напряжения и тока и источников тока, управляемых напряже-
ниями (ИТУН), т. е. )]([ skU . Иные виды ЗИ могут быть предварительно
преобразованы к данному типу.

Вопросы взаимных преобразований преобразователей иммитансов и за-
висимых источников произвольного типа, не являющиеся предметом дан-
ного рассмотрения, представлены в [5]. На рис. 2 )]([ sY – симметрическая

nn матрица проводимостей пассивной части цепи; )]([ 1 sI – вектор-
столбец изображений (в общем случае) токов, протекающих через )]([ sY ;
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)]([ sI – вектор токов в нагрузочных проводимостях с матрицей ][G . Из
определения мгновенного значения полной мощности имеем:

)]()][([)}({diag titutp  ;

 






  
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m
tj

m eUeUtu *
2
1diag)]([  ;

 






  





tj

m
tj

m eIeIti *
2
1diag)]([  ; n,1 ; mU и mI – комплексные ампли-

туды напряжения и тока на соответствующем -входе ][G ; * – сопряжен-
ный комплекс. После перемножения диагональных матриц и перехода к
действующим значениям U и I получим

   





  UIIUeIUeIUtp tjtj  **2**2diag2
1)(diag .

Средняя (активная) мощность, выделяемая в ][G , составит







  ]][[]][[

2
1 ** UIIU P . (1)

Из рис. 2 непосредственно следует, что ]][[][ UGI   ; так что

]][[][ ** GUI  ; ][][ * GG  .
Таким образом, согласно (1), получим

]][][[ * UGU P . (2)

Опуская аргумент  js , с учетом очевидных соотношений для токов:

]][[][ 1 UYI   ; ][][][][ 10 IUkII  

несложно установить результирующее выражение для исследования ак-
тивной мощности, выделяемой в ][G :

][])[][]]([[])[][]]([[ 0
11**

0
* IkYGGkYGI  P . (3)

Далее положим '][][][ YkY  , тогда при фиксированных токах ис-

точников ][ 0I максимальная мощность в (3) обеспечивается при выполне-
нии максимума следующей матричной функции:

11
*1 '][][]['][][][


 






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




  YGGYGYm . (4)

Вопросы устойчивости неособенных матриц в круглых скобках здесь не
рассматриваются. В (4) 1][ 

mY предполагается положительно определен-
ной матрицей по характеру самой постановки задачи (2).

Искомая оценка соответствует минимуму ][ mY
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][][][][][][][
*

1
*

  YGYGYYYm . (5)

Сначала остановимся лишь на варианте переменной матрицы ][G . В
результате придем к выводу о необходимости поиска экстремального зна-
чения матричной функции (при заданной матрице ][k )

][][][][)],([
*

1   YGYGkGF . (6)

Таким образом, поиск условий получения максимального значения P
сводится к установлению области экстремальных значений (согласно (3))
следующей квадратичной формы с учетом (6):

])][,(][[])[][]]([[][]][[ 00
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*
0

*

0
1

0
*

IkGFIIYYIIYI  
m ,

где

.])['][][][]]([[])][,(][[ 0

*
1

0
*

00
*

IYGYGIIkGFI   (7)

Сформулируем следующую теорему.
Теорема. Пусть 1][ 

mY относится к классу положительно определен-

ных матриц и ][][ 0 0I  ; ][][][ kYY  , тогда при ][k const и var][ G
получим

])[]][([sup 0
1

0
*

][
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1
IYI

Y




 m
m

P

при выборе ][2][][][
*

GYYY m ; 2
1

},,,{diag][ 21 n G ; причем

nii ,1,  – собственные числа произведения матриц ][][
*

 YY .
Для доказательства теоремы воспользуемся неравенством Коши–

Шварца
2
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Отсюда найдем, что
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Производя нормировку для упрощения выражений 1]][[
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Но |])[][]]([[|inf{|]][][[|inf|])[][]]([[|inf 0

*
0

*

][
00

*

][0

*
0

*

][
IYYIIYIIYYI

FFF
  m +

+ |}])][,(][[| 00
*

IkGFI  .
С учетом (7) условия получения экстремума правой части приведут к

поэлементному дифференцированию членов матриц в круглых скобках,
позволяющему установить связь их норм (например, эвклидовых):

,0]['][][
*2  YYG (8)

где 2
1

},,,{diag][ 21 n G .

Члены диагональной матрицы nii ,1,  – собственные числа ][][
*

 YY .
Так что нахождение минимума выражения (5) с учетом соотношений (7) и
(8) приведет к искомой оценке maxP при предварительно найденном векто-

ре ][ 0I и рассчитанных (выбранных) ][G и/или ][k .
Примечание 1. Информация о нарушении условий пассивности [Y] для цепи неуравно-

вешенной структуры (матрица [Y] должна быть доминантно-диагонального типа с отрица-
тельными внедиагональными элементами) как раз и содержится в матрице ][k , так что

][][][ 0 YkY  , где [Y0] – заданная матрица произвольного типа.
Примечание 2. Разумеется, подобная теорема может быть сформулирована, как это ска-

зано ранее, и для другого случая выбираем исходную матрицу ][G , а оптимизируем ][k ,
возможен и совместный вариант поиска оптимума (5).

Следствие. Для нормальной матрицы [Y]
2

)()(
 

i
i

i
i и расчет мощности можно

произвести по собственным числам nii ,1,  исходной матрицы [Y].

Следует заметить, что поиск оптимального решения может быть произ-
веден как численным экспериментом (о нем пойдет речь ниже), так и с по-
мощью синтеза активной нелинейной многополюсной цепи по методу
L. Chua [7], т. е. нелинейного программирования (при наличии ограниче-
ний) для минимизации целевой скалярной функции

nRGG  ,])][,(][[)( 00
*

IkGFI  ,

при выполнении ограничений:

0)(
1

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n

GGf


 ; 0G ; nRGf )( .

Решение задачи, как показано в [7], обусловлено двумя условиями –
стабильностью системы и существованием стационарных точек следую-
щей функции:
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Рис. 3

Для нелинейной цепи (рис. 3) можно получить следующую систему не-
линейных уравнений (при сопоставлений напряжений и проводимостей):
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Рассмотрим ряд иллюстративных примеров.
Пример 1. Пусть исходная комплексная матрица проводимостей со-

ставляет:



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j0
02

][Y ; 1j ,

а матрица источников 
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
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10
01

][k (по существу – обычные единичные

проводимости), тогда:
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Собственные числа согласно теореме выбраны как 11  и 22  , то-
гда из (8):
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Искомая оценка maxP составит:
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Она же совпадает с точным значением maxP , которое в данном элемен-
тарном случае еще несложно проверить.

Пример 2. Для матрицы 

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Прямая процедура оптимизации выражения для активной мощности с
помощью программы «Mathcad 2001» привела к результату Рmax = 0,268 Вт,
найденному, согласно (3), из следующего выражения:
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Пример 3. Оценить верхнюю границу P для чисто вещественной мат-
рицы:
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Согласно теореме имеем
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При этом матрица проводимостей нагрузок равна
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Численный эксперимент показал, что при этих данных Рmax = 0,299 Вт,
а оптимальное значение мощности при той же матрице ][k Рmax = 0,346 Вт
для 5,61 G Cм; 25,32 G Cм.

Пример 4. Пусть, подобно примеру 2, 



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
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k содержит комплексные, значительно от-

личающиеся друг от друга члены матрицы ][k , тогда 78,81  ,
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84,5052  ; }49,22;963,2{diag][ G , и оценка мощности приведет к
3,21max P Вт.

Численный эксперимент дал: }361,20;833,1{diag][ G ; 778,6max P Вт.
Следует подчеркнуть сильную зависимость результатов анализа, отобра-
жаемых в среде «Mathcad 2001», от незначительного изменения исходных
данных для поиска экстремума, т. е. форму рельефа при четырех пере-
менных.

В заключение отметим, что произвольную матрицу ][ Y можно рас-
сматривать в виде суммы эрмитовой и косоэрмитовой составляющих, при-
чем оценку норм последней можно выполнить отдельно





n

i
i

1

22
2кэ][Y

относительно первой части [1]. Возможно также оценить и КПД системы,
так как при уже найденных элементах ][G это уже несложно выполнить.

В Ы В О Д Ы

1. Предложена методика оценки условий передачи максимальной ак-
тивной мощности для многополюсных цепей.

2. Данная методика проиллюстрирована рядом примеров.
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