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Анализ и синтез систем управления электроприводами с учетом упру-

гих деформаций в механической части является предметом многочислен-
ных исследований. Для точного описания динамики упругих деформаций 
необходимо применять уравнения в частных производных [1]. Однако  
в инженерных расчетах используют приближенные многомассовые моде-
ли, в частности двухмассовую модель [2–6]. Для двухмассовых электроме-
ханических объектов разработаны методы синтеза традиционных линей-
ных регуляторов, а также адаптивных и нечетких управлений [4–6]. Обыч-
но в процессе проектирования вопрос о необходимости использования 
одно- либо двухмассовой модели решается на основании приближенного 
сравнения частоты собственных колебаний упругого звена с частотами 
среза контуров регулирования синтезируемой системы. Такой способ мо-
жет дать ошибочный результат по причине зависимости собственных час-
тот упругих колебаний от параметров регулятора. 

Целью данной работы является определение условий, при которых од-
номассовая модель может быть применена для синтеза системы, где воз-
можны упругие колебания. Тогда возможно обеспечить показатели качест-
ва без усложнения структуры системы. Используется метод малого пара-
метра [7, 8], и определяется численная оценка условия малости параметра. 
За малый параметр µ принято отношение требуемой характеристической 
частоты синтезируемой системы к собственной частоте свободных колеба-
ний упругого звена. Поскольку для параметров объекта известны лишь ин-
тервалы их изменения, синтезируемая система должна обладать свойством 
параметрической грубости (робастности, инвариантности к внутренним 
возмущениям объекта). 

Рассмотрим синтез робастной линейной системы с одним входом и од-
ним выходом. Критерием качества является принадлежность замкнутой 
системы множеству линейных моделей, характеристический полином ко-
торых имеет вид 

 

.)( 12 dpdpdpsN m
m ++++=                                  (1) 

 

Показатели затухания iκ  и характеристическая частота 0ν  модели оп-
ределяются по коэффициентам полинома в соответствии с выражениями 
[10, 11]: 
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Эти две величины должны удовлетворять условиям: 
 

[ ], ;iκ ∈ κ κ       [ ]0 ,ν ∈ ν ν .                                      (4) 
 

Здесь черта снизу означает нижнюю, а черта сверху – верхнюю грани-
цы допустимых значений. Условия (4) вводятся в качестве критерия при-
надлежности моделей допустимому множеству. Очевидно, они могут быть 
выполнены для моделей различных порядков m . Вначале принимаем 

0=µ , пренебрегая быстрой составляющей движения. Выполняется синтез 
управления для медленной составляющей таким образом, чтобы замкнутая 
система удовлетворяла условиям (2)–(4) при: 

 

0; .iκ = κ ν = ν                                                (5) 
 

В результате получим замкнутую систему, которая при учете быстрой 
составляющей не будет удовлетворять принятому оптимуму. Возможно, 
однако, что система будет принадлежать множеству, определяемому соот-
ношениями (2)–(4). 

Электропривод при условии постоянства потокосцепления ротора 
const=Ψ  с учетом упругих деформаций описывается линеаризованными 

уравнениями: 
2 2 2J Mω = ;                                                 (6) 

 

2 1 2( )М c b= ω −ω ;                                          (7) 
 

1 1 1 2;J M bMω = −                                           (8) 
 

1 1 1 2/ .MT M M k k R b u∋= − + ω +                                    (9) 
 

Здесь ω1, ω2 – скорости соответственно двигателя и рабочего органа; 
ikM M=1  – электромагнитный момент двигателя; M2 – упругий момент; 

1 2,J J  – моменты инерции; ∋= TT  – электромагнитная постоянная време-
ни; ∋Πβ= Rkb M /2 ,  c,  k,  kM,  Rэ,  b,  β – постоянные параметры. 

Если привод содержит П-регулятор активной составляющей тока с ко-
эффициентом усиления βТ и обратной связью kT, то электромагнитный 
процесс эквивалентного звена описывается уравнением 

 

1 1 0 1 2 ,TM M k b u= − − ω +                                      (10) 
 

где 0 / ;Mk kk R=  ;T TR R k∋ Π= +β β   / ;T T R R∋ ∋=   ;T Πβ = β β  2 / .Mb k R= β . 
Если привод содержит ПИ-регулятор активной составляющей тока  

с передаточной функцией ( ) ( )pbkTpT T 2/1 µ∋ +  и обратной связью kT, то 
электромагнитный процесс эквивалентного звена описывается уравнением 
(10), где µ= TT . 

Измеряемая датчиком скорость ротора двигателя 1ω  может рассматри-
ваться в качестве выходной величины системы. Динамика системы (6)–(9) 
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зависит от следующих параметров: электромеханической постоянной вре-
мени )/(1 MM kkRJT = ; 2 1/J Jλ = ; 1/ 12

2 +=λ JJb ; собственных частот 

MTT/11 =ν ; 2 2/ .c Jν =  Введем обозначения: 1 2 2 2; ,x x M= ω =  1 1;z = ω  

2 1.z z=   Упругие колебания можно рассматривать как быструю составляю-
щую движения, описываемую уравнениями (6), (7). Медленное движение 
определяется (8), (9). В соответствии с [7, 8] при изучении быстрого дви-
жения медленные переменные приближенно принимаются за постоянные 
величины, а при анализе медленной составляющей пренебрегают инерци-
онностью быстрого звена. В качестве малого параметра принята величина 

20 / νν=µ . Система (6)–(9) принимает вид: 
 

2 1 2;J х x=                                                  (11) 
 

2 2
2 0 2 1 1( );х J bz xµ = ν −  

 
1 2;z z=                                                  (12) 

 
( ) ( )2 2 2 2

2 2 1 1 2 2 1 1 2 2/ / .z b x b J T x b z z T b u= λν − + λ ν + ν − + . 
 

Значению 0=µ  соответствует медленная составляющая движения. 
Медленные переменные обозначены чертой сверху. Модель для них при-
мет вид: 

2 1 2;J x x=     2
0 2 1 10 ( );J bz x= ν −  

 
1 2;z z=  

 

( ) ( )2 2 2 2 2
2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2/ / .z b x b J T x b z z T b u= λν − + λ ν + ν − + ν  

 

После преобразований, обозначая 2
2 2 1;b b= ν  2 2 2

1 ,bΣν = λ + ν  получим: 
 

1 2;z z=                                                  (13) 
 

( )2 2 2 2
2 2 1 2 1 2 2/ .z b z b T z z z T b uΣ= λν − λ + ν − +  

 

Сигнал управления для медленного движения, обеспечивающий про-
порциональные (П) регуляторы скорости и ускорения, определяется сле-
дующим образом: 

( )1 1 2 2.u k z k z∗= ω − −                                         (14) 
 

Для управления с пропорционально-интегрирующим (ПИ) регулятором 
скорости справедливо выражение 

 

( ) ( )0 1 1 1 2 2
0

t

u k z dt k z k z∗ ∗= ω − + ω − −∫ .                         (15) 
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Здесь ∗ω  – заданное значение скорости. Коэффициенты k0, k1, k2 в кон-
турах регулирования следует определить из условия, чтобы замкнутая сис-
тема с моделью (13) объекта имела характеристический полином заданного 
вида. В случае П- и ПИ-регуляторов скорости это будут полиномы второго 
и третьего порядков соответственно: 

 

( )

( )

2 2
2 0 0

3 2 2 3 2 3 3
3 0 0 0

;

.

N p p p

N p p p p

= + κν + κν

= + κ ν + κ ν + κ ν
                         (16) 

 

Характеристическая частота 0ν  и показатель κ  затухания синтезируе-
мой системы принимаются в зависимости от требуемого быстродействия  
и допустимого в системе перерегулирования. Так, модульному оптимуму 
соответствует 2=κ , а при 4=κ  получим близкие к апериодическим про-
цессы, что соответствует кратным корням характеристического полинома 

)(2 pN . Приравнивая характеристический полином системы (13) к поли-
ному (16), получим выражения для коэффициентов 210 ,, kkk  в контурах 
регулирования в случае ПИ-регулятора: 

 

3
2 0 0;b k = ν   22

012 Σν−νκ=kb ;  Tkb /1022 −νκ= . 
 

В случае П-регулятора скорости нужно принять 2 0 0.b k =  Сигнал управ-
ления (14) или (15), полученный для редуцированной модели (13), будет 
действовать в системе с двухмассовым объектом (11), (12). Такая замкну-
тая система для управления (14) описывается уравнениями: 

 

2 1 2J x x= ; 
 

2 2
2 0 2 1 1( )x J bz xµ = ν − ;                                     (17) 

 

1 2z z= ; 
 

( ) 2211211
2
22 / zKzKxTJbxbz −−−λν= . 

 

Здесь значения 1 2,K K  принимают различный вид в зависимости от ус-
ловий синтеза. Так, если электромагнитная постоянная T  достаточно мала, 
а именно, 0 1/ ,Tκν ≤  то коэффициент 2k  усиления по ускорению получа-
ется отрицательным, что означало бы положительность соответствующей 
обратной связи. В случае робастного синтеза соотношение T/10 ≤νκ  ука-
зывает на возможность принять 2 0,k =  что должно упростить структуру 
системы без существенного снижения ее качества. Если же 0≥ik , то спра-
ведливы выражения: 

 

2
2

22
01 νλ+λνκ= bK ;  2

2 0 / .K b T= λκν − λ                        (18) 
 

Характеристический полином системы (17) имеет вид 
 

12
2

3
3

4
4

4 )( apapapappN ++++= .                         (19) 
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Значения коэффициентов полинома, если 01 ,T ≥ κν  определяются вы-
ражениями: 

 

2 4
1 2;a = λκµ ν   ( )2 2

3 2 1 ;a = ν λ + κµ   ( ) 2
2 21 ;a T= κ ν λ   4 2 1 .a K T= =   (20) 

 

Если обозначить 0Tδ = ν  для случая 01 ,T ≤ κν  то справедливы эти же 
выражения, но 

( ) 0
2

24 / νδλ−κλ== bKa .                                   (21) 
 

Введем обозначения: 
 

( ) δδµ+=α 2
2 1 ;  δ=α′ /12 ;  ( ) δδµ+=α ′′ 2

2 1 ;  2
3 1 µκ+=α ;  

2
4 bα = λκ − λ δ. 

 

Теперь полином (19) можно записать в виде 
 

4
2

2
20

2
2

2
3

2
2

3
40

4
4 )( νµκλ+α′ννλκ+ανλ+αν+= pppppN .        (22) 

 

Для принадлежности системы (17) с управлением (14) множеству (4) 
достаточно соблюдения условий: 

 

2
2 1 2;a a a≥ κ   2

3 2 4;a a a≥ κ   2
4 3;a a≥ κ   1 2 0;a a = ν   T/10 ≤νκ .         (23) 

 

Здесь κ и ν0 должны удовлетворять условиям (4). С учетом принятых 
обозначений условия (23) преобразуются к выражениям (25), (26), пред-
ставленным в табл. 1. Система (6)–(9) с управлением (15) имеет характери-
стический полином 

 

( ) ( )4 3 2 2 2 3
5 4 3 2 1 2 0( ) .N p p a p a p a p a p p= + + + + + + ν ν λ            (24) 

 

Для принадлежности системы множеству (4) достаточно соблюдения 
условий (27), (28) , представленных в табл. 1. 

 
Таблица 1 

 

Условие Система с ПД-регулятором скорости Система с ПИД-регулятором  
скорости 

T/10 ≤νκ  ( )2
2 3;′α ≥ κλα  

2
3 2;′λα ≥ κα               (25) 

( ) 3
22

2 αµκκ≥α′  

( )2
2 3;′α ≥ κλα  

2 2
3 2 2 ;′λα ≥ κµ α α δ       (27) 

( )2
2 3;α δµ ≥ κκα  

2
2

κα≥κ  

T/10 ≥νκ  2 2
4 3;α µ ≥ κλα  

2 2
3 4;λα ≥ κκµ α            (26) 

3κ ≥ κα  

2 2
4 3;α µ ≥ κλα  

2
3 2 4;′′λα ≥ κκµα α          (28) 

3;κ ≥ κα  

µα ′′κ≥κ 3
2

              (29) 
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Условия (27)–(29) относятся к системе с астатическим регулятором 
скорости, причем условие (29) для случая T/10 ≥νκ  является избыточ-
ным, поскольку, как можно убедиться, всегда выполняется при выполне-
нии 3κα≥κ . 

Вначале проверяется возможность обеспечить заданные показатели ка-
чества в разомкнутой системе, учитывая, что характеристический полином 
для системы (12) имеет вид 

 

( ) ( )4 3 2 2 2 2 2
0 2 2 1 2( ) 1 .N p p T p p T p= + + λν + λν + ν ν  

 

Условия принадлежности полинома заданному множеству принимают 
вид: 

2 2
21 ;T ≥ κλν   2 2

2 ;Tλν ≥ κ   2 2
1.Tλ ≥ κν                            (30) 

 

Если эти условия соблюдаются и к электроприводу не предъявляются 
какие-либо требования по точности отработки выходной величины, то сис-
тема может быть построена как разомкнутая. Иначе следует ввести обрат-
ную связь по скорости электродвигателя и проверить условия (25) либо 
(27). Если они не выполняются, то следует проверка условий (26) или (28) 
для двухконтурной системы. 

Полученный в результате синтеза сигнал управления (15) может быть 
использован в структуре с обратными связями по скорости и ее производ-
ной и с ПИ-регулятором скорости. Другой вариант структуры содержит 
обратную связь по скорости и ПИД-регулятор скорости (рис. 1).  

На рис. 1 приняты обозначения: 
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Рис. 1. Структура системы управления 
 
Для линейной модели (12) с сигналом управления (15) выполнено ма-

тематическое моделирование переходных процессов при параметрах:  
J1 = 0,2 кг⋅м2; J2 = 20 кг⋅м2; с = 0,7 ⋅ 106 сДж/рад; b = 0,2; T = 0,02 c; R = 0,4 Ом;  
k = 2,44;  kМ = 4,2;  kос = 1. 
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На рис. 2 представлены процессы в системе с ПИД-регулятором скоро-
сти при задающем воздействии и3 = 10 рад/с, формируемом инерционным 
фильтром. В первом случае (рис. 2а, б) задано значение ν0 = 70 с–1. Условия 
(27) не выполнены, но выполнены условия (28). 

 

a 

 
                                0               0,1              0,2              0,3               0,4     t, с    0,5 
 

б 

 
                                0                0,1              0,2              0,3              0,4     t, с      0,5 
 

Рис. 2. Переходные процессы в системе: а – при ν0 = 70 с–1 и расчетных значениях  
параметров; б – при уменьшенном вдвое моменте инерции J2 

 
Как показывают результаты моделирования, при задании более высо-

ких, чем 70 с–1 характеристических частот, условия (27), (28) не удается 
выполнить, а переходные процессы в системе имеют неудовлетворитель-
ные показатели качества. В таких случаях необходимо синтезировать сис-
тему с обратными связями по переменным упругой механической части. 

 
В Ы В О Д 

 
Метод синтеза позволяет в случаях, где не требуются высокие динами-

ческие показатели и точность, обойтись простой структурой системы 
управления. Если изложенный метод не дает возможности удовлетворить 
заданным требованиям, необходим переход к структуре с полной системой 
обратных связей. 
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Основные требования к системам воспроизведения движения и пози- 

ционным системам как частному случаю систем воспроизведения – быст-
родействие и точность. Эти требования частично совпадают, так как 
уменьшение ошибки будет происходить тем быстрее, чем больше быстро-
действие системы. Однако эти требования противоречат друг другу, так 
как для получения максимального быстродействия требуется максималь-
ное управление, а для получения высокой точности необходимо постепен-
ное уменьшение управления при подходе к заданному положению с тем, 
чтобы исключить перерегулирование и возникновение колебаний [1, 2]. 

Качество работы систем воспроизведения движения можно повысить за 
счет рационального построения управляющего устройства.  Примем  за  ос- 
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