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Реферат. В статье рассмотрены современное состояние и перспективы развития технологий 
производства биогаза (биометана) при утилизации органических отходов. Актуальность 
проблемы определяется тем, что опыт эксплуатации биогазовых комплексов в условиях 
Республики Беларусь при генерации биогаза только из органических отходов показал низ-
кую экономическую эффективность. В то же время решение важной задачи по утилизации 
производственных и бытовых отходов с одновременным получением энергетического ре-
сурса и органического удобрения является не только необходимым, но и привлекательным 
результатом как с экологической, так и энергетической стороны. Состояние данной про-
блемы за рубежом показывает наличие потенциала для развития биотехнологий в нашей 
стране как в технологическом, так и в системно-конструктивном оформлении биогазовых 
комплексов. Реализация этого потенциала на практике предполагает наличие у разработчи-
ков адекватного математического аппарата, описывающего процессы переноса в биореакто-
рах. Приводится аналитическое решение математической модели процесса сбраживания 
органических отходов, которое предполагается использовать для исследования процессов 
переноса в биотенках проточного типа при конструировании гибридных энерготехнологи-
ческих систем генерации биогаза с применением альтернативных источников энергии.  
Показано, что выбранная для исследования математическая модель и полученное ее ана- 
литическое решение достаточно хорошо согласовываются с известными эмпирическими 
зависимостями, полученными для описания непрерывного режима работы проточного  
биореактора, и находятся в хорошем соответствии с результатами численных расчетов ана-
литических моделей целого ряда других исследователей. Данное аналитическое решение 
позволяет определять характерные зависимости темпа производства биогаза, динамику ско-
рости его генерации, изменения концентрации питательного вещества, усвояемого бактери-
ями, и концентрации бактерий в биореакторе проточного типа в зависимости от скорости 
подачи питательных веществ в биореактор. Полученные решения в дальнейшем предпола-
гается использовать при синтезе алгоритмов управления разрабатываемой многосырьевой 
гибридной энерготехнологической системой для генерации и обогащения биогаза проточ-
но-накопительного типа с использованием альтернативных источников энергии. 
 

Ключевые слова: анаэробное сбраживание, биогаз, биотенки проточного типа, возобнов-
ляемые источники энергии, декарбонизация, интегрированные системы, математическая 
модель, многостадийный процесс, непрерывный режим, переработка отходов, управление 
 

Для цитирования: Седнин, В. А. Аналитическое решение математической модели ана- 
эробного брожения в проточном биореакторе при производстве биогаза / В. А. Седнин,  
П. П. Храмцов, Н. А. Седнин // Энергетика. Изв. высш. учеб. заведений и энерг. объедине-
ний СНГ. 2025. Т. 68, № 3. С. 259–273. https://doi.org/10.21122/1029-7448-2025-68-3-259-273 

 

Адрес для переписки 
Седнин Владимир Александрович  
Белорусский национальный технический университет 
просп. Независимости, 65/2, 
220013, г. Минск, Республика Беларусь 
Тел.: +375 17 293-92-16 
vsednin@bntu.by 
 

Address for correspondence 
Sednin Vladimir А. 
Belаrusian National Technical University 
65/2, Nezavisimosty Ave.,  
220013, Minsk, Republic of Belarus 
Tel.: +375 17 293-92-16 
vsednin@bntu.by 



В. А. Седнин, П. П. Храмцов, Н. А. Седнин 

260                                        Аналитическое решение математической модели анаэробного брожения… 
 

 

 

Analytical Solution of the Mathematical Model of Anaerobic  
Fermentation in a Flow Bioreactor for Biogas Production 

 
V. A. Sednin1), P. P. Khramsov1), N. A. Sednin1) 
 

1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. The article briefly considers the current state and prospects for the development of bio-
gas (biomethane) production technologies during organic waste recycling. The relevance of the 
problem is determined by the fact that the experience of operating biogas complexes in the condi-
tions of the Republic of Belarus during biogas generation only from organic waste has shown low 
economic efficiency. At the same time, solving the important task of recycling industrial and 
household waste while simultaneously obtaining an energy resource and organic fertilizer is not 
only necessary, but also an attractive result from both the environmental and energy production 
points. The state of this problem abroad shows the presence of potential for the development  
of biotechnology in our country both in the technological and in the system-constructive design  
of biogas complexes. The implementation of this potential in practice presupposes that the deve- 
lopers have an adequate mathematical apparatus describing the transfer processes in bioreactors. 
An analytical solution of the mathematical model of the organic waste fermentation process  
is given, which is supposed to be used to study the transfer processes in flow-type biotanks when 
designing hybrid energy-technological systems for biogas generation using alternative energy 
sources. It is shown that the mathematical model obtained as a result of the analytical review  
for the study is in good agreement with the empirical data obtained to describe the continuous 
operation of a flow-through bioreactor, and is in good agreement with the results of numerical 
calculations of analytical models by a number of other researchers. This analytical solution makes 
it possible to determine the characteristic dependences of the biogas production rate, the dynamics 
of its generation rate, changes in the concentration of nutrient absorbed by bacteria, and the con-
centration of bacteria in a flow-type bioreactor depending on the rate of nutrient supply to the  
bioreactor. The obtained solutions are expected to be used in the synthesis of control algorithms 
for the developed multi-resource hybrid energy technology system for generating and enriching 
biogas of a flow-storage type using alternative energy sources. 
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Введение 
 
Рост и накопление органических отходов в процессе человеческой дея-

тельности в производстве и быту вызывают серьезную экологическую про-
блему. Одним из подходов к решению этой проблемы является метаниза-
ция этих отходов с применением биогазовых технологий. Однако сегодня  
в условиях Республики Беларусь производство биогаза далеко не всегда 
экономически оправдано, хотя, несомненно, является предпочтительным  
с экологической точки зрения, особенно при переработке постоянного по-
тока отходов. Перспективность биогазовых технологий объясняется и тем, 
что они занимают особое место среди возобновляемых источников энер- 
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гии (ВИЭ) из-за экологической чистоты в отличие от разрекламированных 
кампаний использования солнечной и ветровой энергии [1, 2]. 

По данным [3], полноценное использование биогаза может привести к 
сокращению глобальных выбросов парниковых газов на 10–13 % и обеспе-
чить утилизацию бытовых и производственных отходов. При этом биога-
зовые технологии являются важнейшим источником производства энергии. 
Растущий спрос на биогаз в мировом масштабе энергетического сектора 
привел к значительному росту установленной мощности по его производ-
ству, которая в 2024 г. достигла 21,4 ГВт. Таким образом, это имеет важное 
значение из-за существующих экологических проблем, ограниченных за-
пасов нефти и энергетической безопасности [4].  

В период с 2010 по 2020 г. в Европе наблюдался значительный рост 
строительства биогазовых установок. Так, по состоянию на 2021 г., их дей-
ствующее количество достигло 19 тыс., общая установленная мощность 
более тысячи из которых составляла 167 ТВт·ч [5], а суммарное производ-
ство – около 21 млрд м3 биогаза и биометана. Предполагается, что к 2030 г. 
производство увеличится 1,5–2 раза, а к 2050 г. – в восемь раз. По данным 
Международного энергетического агентства [6], общее мировое производ-
ство биотоплива составило в 2018 г. почти 154 млрд м3. Лидерами по про-
изводству биогаза в Европе являются Германия, Чехия, Великобритания, 
Италия и Франция.  

В последние десятилетия исследованию технологических процессов 
метанового брожения, конструирования и проектирования биогазовых 
комплексов посвящено значительное количество научных работ россий-
ских и зарубежных ученых [7–18]. Сравнительный анализ технико-эконо- 
мических показателей биогазовых комплексов ведущих мировых произво-
дителей свидетельствует, что наилучшие показатели по скорости сбражи-
вания (времени, требуемого для процесса сбраживания для заданной пол-
ноты разложения органических отходов) достигнуты на установках фирм 
«Колорадо биогаз» (США), «Липп» (ФРГ), «Биосистем» (Швеция) и 
«Клаухан» (Дания) [1, 13–23]. Выделяют два направления развития в кон-
струировании реакторов: крупные вертикальные метантенки, собираемые 
на месте, и модульные горизонтальные. В лучших установках достигнута 
экспозиция сбраживания 11–12 сут. благодаря введению предобработки 
сбраживаемой массы в предкамере, организации многостадийности за счет 
применения секционной конструкции реактора, создаваемой̆ поперечными 
перегородками. И те и другие типы установок имеют свои преимущества  
и недостатки, что указывает на потенциальные возможности совершен-
ствования существующих и создания новых типов конструкций биогазо-
вых установок и требует дальнейшего исследования процессов сбражива-
ния [24, 25]. 

Таким образом, несмотря на многочисленные исследования процессов 
синтеза биогаза и успехи в их практической реализации, основные законо-
мерности и механизмы отдельных стадий брожения изучены недостаточ- 
но [1]. Тем не менее технология процесса генерации биогаза пока не полу-
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чила своего точного математического описания, хотя исследователями 
предложен целый ряд зависимостей, описывающих кинетику процесса [8].  
Исследование технологии производства биогаза в инновационных много- 
ступенчатых схемах [7] требует владения математическим аппаратом,  
детально описывающим процессы биомеханического брожения, с учетом 
основных факторов, определяющих производительность биогазовых уста-
новок: температуры процесса, значения pH, скорости загрузки суспен- 
зий и т. д. [1].  

Для представления в математическом описании процесса генерации 
биогаза чаще всего используют приближенные модели, отражающие 
удельную скорость роста микроорганизмов в виде функции от концентра-
ции субстрата. Так, в ряде работ [7–10, 14, 15] представлено существенное 
множество математических моделей, в которых сделаны попытки описать 
различные биотехнологические процессы, в том числе и метаногенез, что 
позволяет судить об отсутствии единой универсальной модели, охватыва-
ющей широкий круг процессов сбраживания, отличающихся исход- 
ным составом стока, условиями сбраживания, конструкцией биореактора. 
На практике чаще используют простейшие модели, например линейную 
модель Кобозева [9], связывающую скорость реакции через константу ско-
рости, либо модель Моно [8, 16]. В рассмотренных литературных источни-
ках не найдены аналитические решения подобных моделей, как правило, 
представлены численные решения, которые, как известно, характеризуют 
исследуемые процессы больше качественно. Тем не менее представленные 
в [9, 11, 26–28] результаты численных экспериментов достаточно точно 
описывают основные закономерности процесса анаэробного сбраживания 
отходов животноводства, растениеводства, органических бытовых отходов, 
а также специально выращиваемой быстрорастущей биомассы. Однако 
ввиду громоздкости вычислений численные методы реализации моделей  
в частных производных мало пригодны к применению в системах автома-
тизированного управления. Аппроксимация численных решений с приме-
нением методов планирования эксперимента может выступать как альтер-
натива аналитическому решению, но при этом не отражается физика ис-
следуемого процесса и не всегда удается достигнуть требуемой точности 
решения, что делает актуальным получение аналитического решения. 

За основу для получения аналитического решения нами принята «си-
стемно-динамическая модель технологического процесса производства 
биогаза из растительного сырья», представленная в [18], особенностью ко-
торой является учет неоднородности сырья из-за возможности в реальных 
условиях земледелия использовать для генерации биогаза отходы от про-
изводства различных растений. Таким образом, обеспечивается возмож-
ность включения в состав и подачи в биореактор исходного субстрата, 
состоящего из любой комбинации отходов растениеводства и побочных 
продуктов сельскохозяйственной деятельности. А именно это [18]: «расти-
тельные остатки традиционных пищевых посевов (солома), качественная 
биомасса специально выращиваемых культур энергетического назначения 
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с большим содержанием лабильных сахаров и низкокалорийные и трудно-
разлагаемые побочные продукты вспомогательных производств (например, 
древесные опилки)» и т. п. [18]. Поэтому математическая модель разраба-
тывалась с учетом различной энергетической ценности и скорости разло-
жения отдельных компонентов вышеуказанной сырьевой базы. 

Важным аспектом математической модели [18], которая была нами 
принята для получения аналитического решения, является требование 
применения полученного решения задачи к определению состава и пара-
метров исходного субстрата для обеспечения нужных характеристик био-
газа на выходе из реактора. Таким образом, появляется возможность 
нахождения оптимальных режимов технологического процесса переработ-
ки, имеющихся в распоряжении органических отходов с формированием 
состава исходного субстрата согласно требованиям к качеству и выходу 
биогаза. Получение аналитического решения значительно упрощает впо-
следствии проведение параметрической оптимизации технологического 
процесса с варьированием параметров, анализом чувствительности и про-
чих характеристик.   

Отличительной чертой рассматриваемых процессов сбраживания явля-
ется жесткая взаимосвязь роста популяции микробов и выхода метана, 
ввиду того что последний является сопутствующим продуктом в ходе по-
требления микробами летучих жирных веществ. Поэтому математическая 
модель должна учитывать все стадии жизненного цикла роста бактериаль-
ной культуры [14, 27, 29–32], включая фазы задержки, ускорения темпов 
удельного роста, стабилизации темпов роста, замедления роста, нулевого 
роста и распада (отрицательного роста). Следовательно, в числе независи-
мых параметров в модели должны выступать такие факторы, как темпера-
тура, кислотность, соотношение фазовых компонентов среды.  

 
Формирование математической модели процесса  
и ее аналитическое решение 
 
Как следует из представленного выше анализа, не существует единой 

универсальной модели генерации биогаза путем сбраживания органиче-
ских отходов различного исходного состава в разных условиях процесса 
сбраживания и в биореакторах различной конструкции. В каждом конкрет-
ном случае выбор модели осуществляется в соответствии с параметрами 
исходного субстрата, термодинамическими характеристиками процесса 
сбраживания и др. В большинстве случаев кинетику процесса описывают 
по одному «лимитирующему» веществу из состава субстрата, полагая, что 
влиянием прочих можно пренебречь. При этом зависимость от штамма  
и вида микроорганизмов, а также вида субстрата концентрации лимитиру-
ющего вещества в субстрате Cs связь скорости роста бактерий μ может 
иметь самый различный характер. 

В достаточно простой постановке химико-биотехнологического про-
цесса математические модели сбраживания биомассы приведены в ряде 
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работа [26, 27, 33, 34], но для их использования на практике требуется 
наличие информации для конкретизации физико-химико-биологических 
параметров. Представленные в открытых источниках численные значе- 
ния этих параметров могут различаться на порядок даже для одного и того 
же состава субстрата. Тем не менее численные исследования ряда авто- 
ров [9, 14, 26, 27] показывают достаточно точные результаты для описания 
основных закономерностей процесса анаэробного сбраживания самых рас-
пространенных видов биомассы.  

За исходную нами была принята математическая модель технологиче-
ского процесса производства биогаза из растительного сырья на основе 
системы нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка [17]: 
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Величина удельной скорости роста , которая не может быть бесконеч-
ной из-за ограниченной доступности питательных веществ (концентрация 
субстрата Сs), зависит и от других условий окружающей среды, таких как 
наличие ингибиторов процесса (концентрация ингибитора I), значение pH, 
температура T: 

 

 μ μ , , , .xC I pH T  
 

Система дифференциальных уравнений для технологического процесса 
производства биогаза с учетом зависимости удельной скорости роста мик-
роорганизмов от концентрации субстрата, подчиняющейся химической 
кинетике (модель Кобозева) [20, 22, 24], в свою очередь, имеет вид: 
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Начальные условия для биореактора проточного типа: 
 

     0 00 ; 0 ; 0 0.x x s sC C C C P                                  (3) 
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Очевидно, что уравнения (2) с начальными условиями (3) образуют за-
дачу Коши, которая удовлетворяет теореме Пеано о разрешимости задачи 
Коши для ОДУ. 

Запишем выражения для концентрации бактерий и концентрации пита-
тельного вещества в виде: 
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Подставив (4) в (2), получим: 
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Подставляя выражение для 
0

,xdC

dt
 полученное из первого уравнения,  

в уравнение для 0,sC  соответственно имеем 
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                                (6) 
 

После однократного интегрирования (6) можно записать 
 

0 0 0
1α .Dt

s x sC C C e C                          (7) 
 

Далее, используя выражения (4) и начальные условия (3), получим 
 

0
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Подставляя выражение для  0 ,sC t  полученное из первого уравне- 

ния (5), в уравнение для 0,sC  соответственно получим 
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Производя в последнем уравнении замену    
0 1

,xC t
U t

  приводим его 

к виду [35] 
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Записав выражение для U(t) в виде 
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и подставив его в (9), получим 
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Далее, после однократного интегрирования (11), получим 
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Используя выражения (4), (6), (10) и (11) получим: 
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Применяя к (14) начальные условия (3), получим выражение для произ-
вольной константы С 
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Используя выражения (3), (7), (14) и (15), окончательно получим реше-
ние системы уравнений (2) в виде: 
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На рис. 1–3 представлены графики динамики концентрации бакте- 
рий, концентрации питательного вещества и скорости производства био- 
газа в биореакторе проточного типа для трех значений скорости (D = 0,10; 
0,42; 0,60) подачи питательных веществ в биореактор. Характер кривых 
динамики концентрации бактерий (рис. 1) в биореакторе проточного типа 
показывает, что при низких значениях скорости подачи питательных ве-
ществ в биореактор концентрация бактерий не достигает стационарных 
значений даже спустя тридцать дней от начала процесса. Это свидетель-
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ствует о необходимости расчета оптимальных значений скорости подачи 
питательных веществ. Из анализа вида кривых для динамики концентра- 
ции питательного вещества (рис. 2) следует, что исследуемая математиче-
ская модель достаточно хорошо согласуется с эмпирическими зависи- 
мостями для описания непрерывного режима подачи субстрата. При этом 
надо отметить, что решения (16) имеют физический смысл только  
если D  KsCs0. В стационарном режиме работы проточного биогазового 
реактора при t   формулы (16) принимают вид: 

 

 

 

0

lim ;
α

lim .

s s
x

t
s

s
t

s

K C D
C t

K

D
C t

K









       (17) 

 

 
 

Рис. 1. Динамика концентрации бактерий в биореакторе проточного типа  
в зависимости от скорости подачи питательных веществ  

 

Fig. 1. Dynamics of bacterial concentration in a flow-type bioreactor  
depending on the rate of nutrient supply  

 

 
 

Рис. 2. Динамика концентрации питательного вещества, усвояемого бактериями в биореакторе 
проточного типа, в зависимости от скорости подачи питательных веществ  

 

Fig. 2. Dynamics of nutrient concentration absorbed by bacteria in a flow-type bioreactor  
depending on the rate of nutrient supply  
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Рис. 3. Динамика скорости производства биогаза в биореакторе проточного типа  
в зависимости от скорости подачи питательных веществ  

 

Fig. 3. Dynamics of biogas production rate in a flow-type bioreactor  
depending on the rate of nutrient supply 

 
Профили кривых для динамики скорости производства биогаза (рис. 3) 

показывают, что при низких значениях скорости подачи питательных ве-
ществ в биореактор скорость производства биогаза имеет характерный 
максимум с последующим спадом, обусловленным недостаточным пита-
нием бактерий, популяция которых чрезмерно размножилась за счет зна-
чительного начального количества питательных веществ. Величина скоро-
сти выхода биогаза в стационарном режиме работы проточного биогазово-
го реактора 
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Для того чтобы найти оптимальный режим подачи питательных ве-
ществ в биореактор, приравняем к нулю первую производную от величины 
скорости выхода биогаза по параметру D 
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Из (19) следует, что для 
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  скорость подачи питательных ве-

ществ в биореактор должна определяться выражением 01
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2 s sD K C  В этом 

случае максимальная величина скорости выхода биогаза в стационарном 
режиме работы проточного биогазового реактора будет определяться вы-
ражением 
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На рис. 4 представлена зависимость скорости производства биогаза  
в биореакторе проточного типа от скорости подачи питательных веществ. 
Как и предполагалось, максимум производства биогаза наблюдается  
в области оптимальной скорости подачи питательных веществ в био- 
реактор. 

 

 
                                            0                   0,2                   0,4                   0,6        D       0,8 

 
Рис. 4. Зависимость скорости производства биогаза в биореакторе проточного типа  

от скорости подачи питательных веществ 
 

Fig. 4. The dependence of the biogas production rate in a flow-type bioreactor  
on the rate of nutrient supply 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. Одним из наиболее перспективных направлений развития биоэнерге-
тики является разработка научно-технологических основ создания много-
сырьевой гибридной энерготехнологической системы генерации и обога-
щения биогаза проточно-накопительного типа, состоящей из нескольких 
корпусов гидравлически последовательно связанных колонн непрерывного 
действия, в которой необходимо свести к минимуму температурную неод-
нородность и организовать рациональный отвод ингибирующих продуктов 
жизнедеятельности бактерий в биореакторе. Для обеспечения оптимально-
го температурного режима в биореакторе необходимо использовать тепло-
ту региональных альтернативных источников энергии, включая энергию 
побочных энергетических потоков, таких как энергия теплоносителя в си-
стемах охлаждения солнечных фотоэлементов, низкотемпературный по-
тенциал конденсации водяных паров, выхлопных газов энергетических си-
стем, использующих биогаз в качестве топлива и т. п. 

2. В ходе исследований использованы математическая модель техноло-
гического процесса и ее аналитическое решение. Полученные результаты 
показали, что исследованная математическая модель достаточно хорошо 
согласуется с эмпирическими зависимостями для описания непрерывного 
режима подачи субстрата в проточный биореактор и находится в хорошем 
согласии с результатами численных расчетов, представленными в откры-
том информационном пространстве [26, 27, 35]. Выявлена характерная за-
висимость темпов производства биогаза от скорости подачи питательных 
веществ в биореактор. 

3. Полученные решения в дальнейшем планируется применять в сис- 
теме управления разрабатываемой многосырьевой гибридной энерготех- 
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нологической системой для генерации и обогащения биогаза проточно- 
накопительного типа с использованием альтернативных источников  
энергии. 

 

Обозначения: 
Cx(t) − концентрация бактерий, кг/м3; 
Cs(t) − концентрация питательного вещества, усвояемого бактериями, кг/м3; 
P − выход биогаза, м3; 
D − скорость подачи питательных веществ в биореактор, сут.–1; 
Ks − коэффициент скорости роста бактерий, м3/(кгсут.); 
 − безразмерный коэффициент освоения бактериями питательного вещества; 
 − коэффициент превращения питательного вещества в биогаз, м3/кг.  
 

Legend: 
Cx(t) − bacteria concentration, kg/m3; 
Cs(t) − concentration of nutrient absorbed by bacteria, kg/m3; 
P − biogas yield, m3; 
D − rate of nutrient addition to the bioreactor, day–1; 
Ks − bacterial growth rate coefficient, m3/(kgday); 
 − dimensionless coefficient of nutrient absorption by bacteria; 
 − coefficient of nutrient conversion into biogas, m3/kg. 
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