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Реферат. В статье рассмотрено подавление хаотических колебаний в малых энергосисте-
мах, возникающих в аварийных режимах и приводящих к явлению коллапса напряжений, 
что соответствует процессу падения напряжения в сети, которое может сопровождать- 
ся полным отключением области поражения. Представлен разработанный метод, позволя-
ющий изменить спектр характеристических показателей Ляпунова и преобразовать хаоти-
ческие колебания в малой энергосистеме к регулярным динамическим режимам. Метод 
синтеза управляющих воздействий основан на теореме о топологической эквивалентности 
гиперболических нелинейных систем и их линеаризованных моделей и использовании чис-
ленного интегрирования нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих пове-
дение энергосистем, с целью построения фазового портрета и вычисления характеристиче-
ских показателей Ляпунова. Результаты работы заключаются в синтезе обратной связи, 
обеспечивающей формирование спектра характеристических показателей Ляпунова с отри-
цательными значениями. Подавление хаотических режимов происходит путем формирова-
ния в замкнутой системе спектра отрицательных характеристических показателей Ляпуно-
ва. Параметры регулятора в цепи обратной связи определяются методом модального управ-
ления на основе решения матричного алгебраического уравнения Сильвестра. Рассмотрено 
решение задачи перехода от хаотического режима к регулярному движению в системе ма-
лой энергетики. Для проверки работоспособности предлагаемого метода подавления хаоса 
вычислен спектр характеристических показателей Ляпунова и построены траектории в фа-
зовом пространстве исходной нелинейной системы и системы с управляющим воздействи-
ем. В энергосистемах с хаотической динамикой синтезированная обратная связь позволяет 
подавить хаотические колебания и перейти к регулярным режимам, тем самым предупре-
ждая возникновение аварийных режимов. 
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Abstract. The paper considers the suppression of chaotic oscillations in small energy systems that 
occur in emergency modes and lead to the phenomenon of voltage collapse, which corresponds  
to the process of voltage drop in the network, which can be accompanied by a complete shutdown 
of the affected area. The paper also presents a method that has been developed and that allows 
changing the spectrum of Lyapunov’s characteristic indicators and converting chaotic oscillations 
in a small power system to regular dynamic modes. The method of synthesis of control actions  
is based on the theorem of topological equivalence of hyperbolic nonlinear systems and their  
linearized models as well as on and the use of numerical integration of nonlinear differential equa-
tions describing the behavior of power systems in order to construct a phase portrait and calculate  
Lyapunov’s characteristic exponents. The results of the work consist in the synthesis of feedback, 
which ensures the formation of a spectrum of Lyapunov’s characteristic indicators with negative 
values. The suppression of chaotic regimes occurs by forming a spectrum of negative Lyapunov’s 
characteristic indicators in a closed system. The parameters of the regulator in the feedback circuit 
are determined using the modal control method based on the solution of the matrix algebraic Syl-
vester equation. The solution of the problem of transition from a chaotic regime to a regular 
movement in a small power system is considered. To test the operability of the proposed method 
of chaos suppression, the spectrum of Lyapunov’s characteristic indicators is calculated and trajec-
tories in the phase space of the initial nonlinear system and the system with control action are con-
structed. For energy systems with chaotic dynamics, synthesized feedback makes it possible  
to suppress chaotic fluctuations and switch to regular modes, thereby preventing the occurrence  
of emergency modes. 
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Введение 
 
В настоящее время увеличивается доля малых генерирующих устано-

вок, имеющих в своем составе нагрузки с нелинейными характеристика- 
ми [1]. При этом возникают проблемы обеспечения синхронной работы та- 
ких установок с энергосистемой и поддержания автономной работы [2]. 
Большое внимание уделяется предотвращению перехода в асинхронный 
режим, сохранению и восстановлению устойчивости послеаварийных про-
цессов. Для исследования устойчивости регулярных режимов в системах син-
хронных машин используются различные математические модели [3, 4]. 

Однако при определенных условиях возникают хаотические режимы, 
приводящие к аварийным ситуациям, что наблюдается как в зарубежных, 
так и в отечественных энергосистемах. Аварийные ситуации возникают 
в том числе из-за явления, называемого коллапсом напряжения, – процесса, 
при котором последовательность событий, сопровождающих нестабиль-
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ность напряжения, приводит к низкому неприемлемому значению напря-
жения в энергосистеме. Падение напряжения может сопровождаться его 
восстановлением или отключением линии электропередачи [5, 6]. 

Коллапс напряжения рассматривается как бифуркация статическая,  
в частности седло-узловая, либо динамическая. Задачи подавления хаоса 
решаются с помощью известных методов управления нелинейными дина-
мическими системами: адаптивного управления [7, 8], OGY [9], Пирага- 
са [10, 11], резонансных возбуждений [12], Магницкого [13]. 

В статье рассмотрено подавление хаотических колебаний в энергоси-
стеме, где бифуркационный параметр достигает критического значения. 
Переход к регулярным колебаниям реализуется за счет того, что управле-
ние спектром обеспечивается характеристическими показателями Ляпу- 
нова [14]. 

 
Основная часть 
 
Постановка задачи. Исследуем малую электроэнергетическую систе- 

му – синхронный генератор, снабжающий энергией переменную во време-
ни и стационарную нагрузку. Данная электроэнергетическая система опи-
сывается системой нелинейных дифференциальных уравнений первого  
порядка [5]: 
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;
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δ = − δ − δ + α − δ −β − + +
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







   (1) 

 
где ω  – отклонение угловой частоты от номинального значения; δ  – коле-
бание фазового угла на шинах генератора; Lδ  – то же в линии электропе-
редачи; LU  – напряжение в конце линии на шинах нагрузки; 1bQ  – пере-
менное значение реактивной мощности (параметр бифуркации). 

Исследование (1) проводится при следующих значениях параметров 
малой электроэнергетической системы: 

 
16,667; 3,337; 1,881; 496,871; 166,667;

93,333; 666,667; 33,333; 43,333; 78,764;

26,217; 14,523; 104,869; 5,229; 7,033;

0,087; 0,209; 0,012; 0,135.

B D K C F

H N J L M

Y Z V S A

= = = = =

= = = = =

= = = = =

α = β = γ = τ =

         (2) 

 
Введя фазовый вектор x(t) = (x1(t) = δ, x2(t) = ω, x3(t) = δL, x4(t) = UL)T ∈ R4, 

запишем уравнения (1) c параметрами (2) в виде: 
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или в векторной форме 

 

( ) ( ) ( )1 0( ), ,   0 ,bx F x t Q Bu t x x= + =       (3b) 
 

где 1Rt∈  – время; ( ) 4x t R∈  – фазовый вектор; ( ) Rmu t ∈  – вектор управ-

ления; 4
0 Rx ∈  – то же начальных условий. 

При ( ) 0u t =  и значении бифуркационного параметра 1 10,943bQ >  [15] 
любое решение ( )x t  системы (3) с начальными условиями из множества  

( ) 0: 0x xΩ = ∈Ω  является хаотическим. 
В рамках данной статьи задача подавления хаотической динамики (ста-

билизации) решается с помощью введения обратной связи и сводится  
к преобразованию хаотических колебаний к регулярным либо к стационар-
ной точке. Для этого необходимо найти управление ( ),u t  обеспечивающее 
выполнение равенства 

 

( ) ( )( )lim 0,
t

x t x t
→∞

− =  
 

где ( )x t  – любое решение системы (3) с начальными условиями их множе-
ства ( ) 0: 0 ,x xΩ = ∈Ω  ( ).x t   

Решение задачи стабилизации хаотического движения находится на ос-
нове введения обратной связи и изменения характеристических показате-
лей Ляпунова таким образом, чтобы нелинейная система не имела положи-
тельных характеристических показателей Ляпунова. 

Синтез обратной связи. Введение обратной связи по фазовому вектору 
изменяет Ляпуновский спектр с целью подавления хаотических колебаний 
в нелинейной системе (3). В соответствии с теоремой Гробмана – Хартма- 
на [16] имеет место топологическая эквивалентность нелинейной системы 
и ее линеаризованной модели при отсутствии у Якобиана системы чисто 
мнимых собственных чисел. Кроме того, вещественные части собственных 
чисел Якобиана являются характеристическими показателями линеаризо-
ванной системы и влияют на Ляпуновский спектр нелинейной системы. 
Поэтому при определении характеристических показателей Ляпунова не-
линейной системы используются собственные значения матрицы Якоби, 
вычисленные в особых точках исходной системы. Для формирования же-

(3a) 
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лаемых собственных чисел матрицы Якоби применяется методика синтеза 
модального управления с использованием матричного линейного уравне-
ния Сильвестра [17]. 

Линеаризованная система исходной нелинейной системы (3) имеет вид: 
 

( ) ( ) 0( ) ( ) ;  0 ,y t Jy t Bu t x x= + =                   (4) 
 

где ( ( ), )
( )

i

j

F x t QJ
x t

 ∂ =  ∂  
 – матрица Якоби; 4( ) Rny t =∈  – фазовый вектор 

линеаризованной системы. 
Пусть в особой точке нелинейной системы при отсутствии управления 

определены матрица Якоби и спектр ее собственных чисел. Желаемый 
спектр собственных значений матрицы Якоби системы с управлением 
выбирается по формуле 

 

* ,v v= α              (5) 
 

где α  – коэффициент, близкий к 1. 
Введем управление в систему (4), чтобы Якобиан имел желаемые соб-

ственные значения (5): 
 

( ) ( ).u t Kx t=                  (6) 
 

В этом случае система с управлением будет иметь Якобиан 
 

* ,J J BK= +  
 

где 4mK R ×∈  – коэффициент обратной связи. 
Для нахождения коэффициента обратной связи необходимо решить 

уравнение Сильвестра относительно матрицы S  
 

0JS SF BG+ + =         (7) 
 

и матричное уравнение 
 

1,K GS −=                (8) 
 

где 4RmG ×∈  – произвольная матрица, задаваемая в процессе синтеза. 
Для разрешимости уравнения Сильвестра должны выполняться следу-

ющие условия [18]:  
1) произвольная матрица G  – матрица полного ранга;  
2) rank ,uS n=  где матрица ( )* *2 * 1| | | | ;n

uS B J B J B J B−=    

3) rank ,nS n=  где матрица ( ) ( )( )2 1
| | | | ;

nT T T T T T T
nS G F G F G F G

−
=   

4) спектры матриц J ∗  и F− не пересекаются;  
5) собственные числа матрицы F  попарно различны. 
Матрицу G следует выбирать таким образом, чтобы были выполнены 

условия 1–3, собственные числа матрицы Якоби – чтобы выполнялись 
условия 4–5.  
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Исследование системы без управления. Особая точка исходной си-
стемы (3) ( )0,1773; 0; 0,2263; 0,7533 .O  

Якобиан в особой точке 
 
 

0 1 0 0
12,4723 0,1667 12,4723 2,2597

.
4,7824 0 8,45 17,8214
0,7426 0 7,9777 9,824

J

 
 − − =
 −
 − 

 

 
 

Характеристические показатели Ляпунова системы (3): 
 
 

{ }1 2 3 4; ;153,8872 0,8551 16,87 85,8071 .;λ = λ = − λ = − λ = −  
 

Спектр характеристических показателей содержит положительное  
значение, что свидетельствует о наличие хаотического режима в системе 
без управления.  

На рис. 1 представлен фазовый портрет неуправляемой системы в соот-
ветствующих системах координат. В качестве начальных условий выбраны 
значения [ ]0,3; 1,5; 0,2; 0,97 .  

 
                             a                                                                        b 

 

     
 
 

                                c 
 

 
 

 
Рис. 1. Фазовый портрет неуправляемой 

системы в координатах:  
а – (х1, х2, х3);  b – (х2, х3, х4);  c – (х1, х4) 

 

Fig. 1. Phase portrait of an uncontrolled  
system in coordinates: 

а – (х1, х2, х3);  b – (х2, х3, х4);  c – (х1, х4) 
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Характер фазового портрета подтверждает, что в неуправляемой систе-
ме (3) наблюдается хаотическая динамика, так как движение представлено 
в виде сложного непериодического процесса. 

Исследование системы с управлением. При введении обратной свя- 
зи (6) старший характеристический показатель Ляпунова нелинейной си-
стемы для подавления хаотического поведения должен быть меньше 0. 

На рис. 2 представлен график зависимости старшего характеристиче-
ского показателя Ляпунова ( )1 .λ α

   0,10     0,12    0,14    0,16     0,18    0,20    0,22     0,24,    0,26    α      0,30 

Рис. 2. Зависимость старшего характеристического показателя Ляпунова 
Fig. 2. Dependence of the senior Lyapunov’s characteristic exponent 

Чтобы стабилизировать систему, необходимо взять значения ,∗α  удовле-
творяющие условию λ1(α) ≤ 0. Выберем α* = 0,25, тогда λ1(α) = – 0,9731. 

На рис. 3 представлен график зависимости нормы вектора управле- 
ния K  от коэффициента α, позволяющий определить затраты на управ- 
ление. 

Рис. 3. Зависимость нормы 
вектора управления  

 Fig. 3. Dependence of the norm 
of the control vector 

При 0,25∗α =  коэффициент обратной связи, рассчитанный по (7), (8): 
[ ]0,0937; 0,0948; 0,0977; 0,0991 .K = − − − −  Спектр характеристических 

показателей Ляпунова системы с управлением имеет вид  

{ }1 2 3 40,97; 12,43; 48,67; 48,67 .λ = − λ = − λ = − λ = −  

Фазовый портрет управляемой системы представлен на рис. 4. 
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    a       b 

 с 

Рис. 4. Фазовый портрет управляемой  
системы в координатах:  

a – (х1, х2, х3);  b – (х2, х3, х4);  c – (х1, х4) 
Fig. 4. Phase portrait of the controlled  

system in coordinates: 
a – (х1, х2, х3);  b – (х2, х3, х4);  c – (х1, х4) 

Спектр характеристических показателей и вид фазового портрета ука-
зывают на то, что в системе с обратной связью хаотические колебания ста-
билизированы и нелинейная система перешла из хаотического режима 
к регулярному движению. Таким образом, работоспособность предлагае-
мого метода подавления хаоса при действии параметрических возмущений 
проверена в малой энергосистеме.  

ВЫВОД 

Решена задача подавления в малой энергетической системе хаотиче-
ской динамики, возникающей при действии параметрического возмуще-
ния. Преобразование хаотической динамики нелинейной системы в регу-
лярную основано на изменении спектра характеристических показателей 
Ляпунова. Последнее достигается введением в систему обратной связи 
по фазовым координатам. Параметры регулятора в цепи обратной связи 
вычисляются с использованием метода модального управления на основе 
решения линейного матричного уравнения Сильвестра. 
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