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Реферат. В статье представлена двумерная конечно-элементная модель магнитного поля 
магнитной системы синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками. 
Выявлены особенности распределения магнитных потоков (основного, краевого эффекта, 
рассеяния) в магнитной системе и построены эквивалентные схемы магнитной цепи иссле-
дуемой электрической машины при различных положениях зубца статора относительно 
полюсов ротора. Обоснована необходимость учета краевого эффекта и зависимости вели-
чины потока рассеяния через зубцы статора от координаты положения ротора, что нашло 
отражение в разработанной аналитической модели для определения потока рассеяния через 
зубцы статора синхронной электрической машины с дробной зубцовой обмоткой. Проведе-
на проверка адекватности аналитических выражений посредством численного метода (ме-
тода конечных элементов). Полученная погрешность расчетов обусловлена принятыми  
допущениями при построении эквивалентной схемы магнитной цепи исследуемой элект- 
рической машины. Незначительное расхождение результатов аналитического расчета  
и численного эксперимента показывает, что предложенная модель дает возможность ре-
шить задачу количественного определения величины магнитного потока рассеяния через 
зубцы статора с высокой точностью. Кроме того, она позволяет установить влияние геомет-
рических параметров магнитной цепи на характер изменения периодической функции пото-
ка рассеяния через зубец статора при наименьших временных затратах, что имеет очевид- 
ную практическую значимость. Представленная аналитическая модель может применять- 
ся в процессе оптимизации синхронной электрической машины с дробными зубцовыми 
обмотками. 
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Abstract. The article presents a two-dimensional finite element model of the magnetic field of  
a magnetic system of a synchronous electric machine with fractional gear windings. The specific 
features of the distribution of magnetic fluxes (main effect, edge effect, scattering) in the magnetic 
system have been revealed and equivalent circuits of the magnetic circuit of the electric machine 
under study have been constructed at different positions of the stator gear relative to the rotor 
poles. The necessity of taking into account the edge effect and the dependence of the scattering 
flux through the gears of the stator on the coordinate of the rotor position has been justified, which 
is reflected in the analytical model that has been developed for determining the scattering flux 
through the gears of the stator of a synchronous electric machine with a fractional gear winding. 
The adequacy of analytical expressions was verified by means of a numerical method (finite  
element method). The resulting calculation error is due to the assumptions made when construс- 
ting an equivalent circuit of the magnetic circuit of the electric machine under study. A slight dis-
crepancy between the results of the analytical calculation and the numerical experiment shows that 
the proposed model makes it possible to solve the problem of quantifying the magnitude of  
the magnetic flux scattering through the gears of the stator with high accuracy. In addition,  
this ensures an accurate determination of the influence of the geometric parameters of the mag- 
netic circuit on the nature of the change in the periodic function of the scattering flow through  
the stator gear in the shortest time, which is of an obvious practical significance. The presented 
analytical model can be used in the process of optimizing a synchronous electric machine with 
fractional gear windings. 
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Введение 
 
В системах электроснабжения автономных объектов широко применя-

ются синхронные электрические машины с постоянными магнитами (ПМ), 
что объясняется их надежностью, простотой конструкции, высокими  
коэффициентами полезного действия и мощности по сравнению с други- 
ми классами электрических машин [1, 2]. В этом классе выделяют груп- 
пу синхронных электрических машин с дробными зубцовыми обмотка- 
ми (СЭМ с ДЗО), которые имеют сниженную удельную массу за счет 
уменьшения длины лобовых частей обмотки, осевых размеров электриче-
ской машины, ширины ярма магнитопровода статора и ярма ротора [3]. 
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Однако двусторонняя зубчатость (наличие открытых и полузакрытых  
пазов) магнитной системы СЭМ с ДЗО и многополюсная структура ротора 
обусловливают повышенный магнитный поток рассеяния через зубцы ста-
тора, который может составлять 50 % и более от общего потока рассеяния. 
Это вызывает дополнительные потери, непосредственно влияющие на ве-
личину основного магнитного потока через рабочую обмотку и соответ-
ственно на ЭДС исследуемой электрической машины [4]. Поэтому учет 
величины магнитного потока рассеяния через зубцы статора весьма важен 
при математическом моделировании и электромагнитном расчете СЭМ 
с ДЗО [5–7]. Кроме того, наличие адекватной информации о величине об-
щего магнитного потока рассеяния необходимо для решения задач синтеза 
систем управления СЭМ с ДЗО [8].  

Существующие научные труды в области изучения и оценки потерь 
СЭМ с ДЗО в основном сосредоточены на исследовании потоков рассеяния 
как функции от величины воздушного зазора [9] и геометрических пара-
метров электромагнитной системы СЭМ с ДЗО [9–11] или зависимости 
потоков рассеяния от конструкции ротора [12]. Однако при аналитическом 
моделировании потока рассеяния через зубцы статора не учитываются кра-
евой эффект и зависимость величины такого потока от координаты поло-
жения ротора. 

Таким образом, необходимо разработать аналитическую модель для оп- 
ределения магнитного потока рассеяния через зубцы статора СЭМ с ДЗО, 
учитывающую краевой эффект и зависимость величины потока рассеяния 
через зубцы статора от координаты положения ротора. 

 
Разработка аналитической модели  
 
Особенностью СЭМ с ДЗО является то, что одному полюсному деле-

нию ротора соответствует не целое, а дробное число зубцовых (пазовых) 
делений статора. При этом в таких электрических машинах схема обмотки 
над полюсом или парой полюсов не может быть дублирована для построе-
ния всей обмотки. Правила определения схемы и параметров обмотки,  
а также числа ПМ для СЭМ с ДЗО приведены в [3]. 

На рис. 1 показан внешний вид СЭМ с ДЗО со следующими параметра-
ми: число пар полюсов ротора 7,p =  число зубцов магнитопровода (МПр) 
статора 1 12,z =  число зубцов на полюс и фазу 2 7.q =  Схемы линейной 
развертки электромагнитной системы и трехфазной обмотки исследуе- 
мой СЭМ с ДЗО представлены на рис. 2 (A, B, C – начало фазных обмоток; 
Х, Y, Z – концы фазных обмоток). 

Для аналитического представления потоков рассеяния СЭМ с ДЗО 
применяется эквивалентная схема замещения магнитной цепи электриче-
ской машины, построенная с учетом наиболее вероятных путей распро-
странения магнитных потоков в магнитной системе [13–15].  
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Рис. 2. Схемы линейной развертки электромагнитной системы (a) и обмотки (b)  
синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками 

 

Fig. 2. Diagrams of the linear sweep of the electromagnetic system (a) and the winding (b)  
of the synchronous electric machine with fractional gear winding 

 
Моделирование магнитного поля СЭМ с ДЗО. Для выявления основ-

ных магнитных потоков в магнитной системе и построения эквивалентной 
схемы магнитной цепи электрической машины необходимо создать и ис-
следовать двумерную конечно-элементную модель (ДКЭМ) магнитного 
поля (МП) магнитной системы СЭМ с ДЗО.  

Основные этапы создания ДКЭМ МП [16–19]: ввод геометрических 
объектов; задание свойств сред, источников поля (задание тока в обмотках, 
для ПМ – коэрцитивной силы) и граничных условий (на внутренних и 
внешних границах областей задаются граничные условия Неймана и Дири-
хле); построение сетки конечных элементов во всех блоках, входящих в 
расчетную область. 

На рис. 3 представлены ДКЭМ МП тех областей магнитной систе- 
мы СЭМ с ДЗО (области 1–4), которые имеют магнитные потоки различно-
го характера и потому особенно интересны в исследовании картины распре-
деления МП. Обозначенные области магнитной системы определяют четыре 
типовых случая относительного положения зубца статора и полюса ротора:  

– строго рассогласованное состояние (область 1); 
– частично рассогласованное состояние (область 2); 
– частично согласованное состояние (область 3); 
– строго согласованное состояние (область 4). 

Рис. 1. Внешний вид синхронной  
электрической машины  

с дробными зубцовыми обмотками 
 

Fig. 1. Exterior appearance of the synchronous 
electric machine  

with fractional gear winding 
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Рис. 3. Двумерная конечно-элементная модель магнитного поля магнитной системы  
обмотки синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками 

 

Fig. 3. Two-dimensional finite element model of the magnetic field of the magnetic system  
of the synchronous electric machine with fractional gear winding 

 
Как показал анализ ДКЭМ МП, в магнитной системе СЭМ с ДЗО суще-

ствуют различные магнитные потоки: 
• основной магнитный поток Фδо, содержащий магнитный поток, сосре-

доточенный в воздушном зазоре между полюсами Фδ, и краевой поток (по-
ток краевого эффекта) Фe. Сцепляется с витками рабочей обмотки (форми-
рует потокосцепление) и имеет важное значение в процессе преобразова-
ния энергии; 

• поток краевого эффекта Фe, проходящий через воздушные промежут-
ки по краям полюсов (зубцов МПр) и замыкающийся по МПр. Также сцеп-
ляется с витками рабочей обмотки (формирует потокосцепление);  

• поток рассеяния Фσ, который не сцепляется с витками рабочей об- 
мотки генератора. Для СЭМ с ДЗО существует несколько потоков рассея-
ния: через зубец σФ ,z  пазового рассеяния σФ ,sl  через воздушный зазор δ

σФ ,  

на конце ПМ ПМ
σФ .  Из них только поток рассеяния через зубец σФz  зависит 

от координаты положения ротора. Функция его изменения носит периоди-
ческий характер. При этом число периодов изменения такой функции 
вдоль воздушного зазора исследуемой электрической машины определяет-
ся как наибольший общий делитель числа зубцов статора и числа полюсов 
ротора ( )1,2 .z p  

Эквивалентная схема магнитной цепи СЭМ с ДЗО. При построении 
эквивалентной схемы магнитной цепи СЭМ с ДЗО принят ряд традицион-
ных допущений [1, 6, 7, 13]: потери в МПр от вихревых токов и магнитное 
сопротивление МПр не учитываются; ПМ стабилизирован, положение  
рабочей точки ПМ Ao (рис. 4) в процессе работы не меняется; МПр не 
насыщен. 
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Рис. 4. Кривая размагничивания постоянного магнита 
 

Fig. 4. Demagnetization curve of permanent magnet 
 

На рис. 4: rB  – остаточная индукция ПМ; оА  – рабочая точка ПМ;  

рB  – магнитная индукция рабочей точки ПМ; рH  – напряженность МП ра-

бочей точки ПМ; cH  – коэрцитивная сила по индукции; cfH  – фиктивная 
коэрцитивная сила. 

С учетом выявленных основных магнитных потоков (рис. 3), а также 
принятых допущений магнитной системе СЭМ с ДЗО (рис. 2) может быть 
поставлена в соответствие эквивалентная схема магнитной цепи (рис. 5). 
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Рис. 5. Эквивалентная схема магнитной цепи синхронной электрической машины  

с дробными зубцовыми обмотками 
 

Fig. 5. Equivalent circuit of the magnetic circuit of the synchronous electric machine  
with fractional gear winding 

 
 
 

На рис. 5: Ge1(2) – магнитная проводимость воздушных промежутков  
по путям потоков краевого эффекта; Gδ1(2) – то же воздушных зазоров;  
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δ ПМ
σ σ σ σ, , ,z slG G G G  – то же воздушных промежутков по путям потоков рас-

сеяния соответственно через зубец, воздушный зазор, на конце ПМ, пазо-
вого; ПМG  – то же ПМ; ( )1 2wF  – магнитодвижущая сила (МДС) рабочей  

обмотки; ( )ПМ1 2F  – МДС ПМ; индексы 1, 2 относятся к левому и правому 

ПМ (катушке зубца) соответственно. 
В СЭМ с ДЗО поток рассеяния через зубец изменяется в зависимости от 

относительного положения зубца статора и полюсов ротора. Соответствен-
но проводимость σ

zG  является зависимой от координаты положения ротора 
переменной. Характерные для СЭМ с ДЗО двусторонняя зубчатость кон-
струкции и многополюсная структура ротора обусловливают сложный ха-
рактер изменения МП в воздушном зазоре исследуемой электрической 
машины. Поэтому для повышения точности расчета магнитного потока 
через рабочую обмотку СЭМ с ДЗО необходимо определить поток рассея-
ния через зубец статора как функцию от координаты положения ротора  
с учетом краевого эффекта в воздушном зазоре.  

Расчет потока рассеяния через зубец статора σФz  выполняется аналити-
ческим методом с использованием эквивалентной схемы магнитной цепи 
электрической машины посредством расчета магнитных проводимо- 
стей σ

zG  по путям потоков σФz  при различных положениях зубца статора 
относительно полюсов ротора (рис. 3, области 1–4).  

На рис. 6–9 выделены элементарные магнитные проводимости рас- 
сеяния ( ) ( ) ( ) ( )м1 2 м1 2 1 2 1 2, , ,air airdG dG dG dG′ ′′ ′ ′′  по путям магнитных потоков 

( ) ( )1 2 1 2
σ σ σФ , Ф , Фz zz ′ ′′  и представлены соответствующие им эквивалентные 

схемы магнитных цепей для областей 1–4 магнитной системы (рис. 3). 
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Рис. 6. Элементарные проводимости рассеяния (а)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 1 

 

Fig. 6. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 1 
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Рис. 7. Элементарные проводимости рассеяния (a)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 2 

 

Fig. 7. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 2 
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Рис. 8. Элементарные проводимости рассеяния (a)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 3 

 

Fig. 8. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 3 

 
На рис. 6–9: ( )м1 2 ,dG′  ( )м1 2dG′′  – элементарная проводимость участка ПМ 

по пути потоков краевого эффекта 1(2)z
σ′F  и воздушного зазора ( )1 2z

σ′′F  со-
ответственно; ( )1 2 ,airdG′  ( )1 2airdG′′  – то же участков по воздуху по пути пото-

ков краевого эффекта 1(2)z
σ′F  и воздушного зазора ( )1 2z

σ′′F  соответственно; 
bПМ – ширина ПМ, м; b∆  – ширина межполюсного участка, м; х∆  – изме-
нение координаты положения ротора относительно положения статора, м; 
hПМ – толщина ПМ, м; δ  – величина воздушного зазора, м; ( ) ( )1 2 1 2

σ1 σ2,z zr r  – 
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внутренний и наружный радиусы, ограничивающие зону потоков рассея-
ния через зубец, м; ( )1 2

σ
zx  – часть ПМ, находящаяся в рабочем воздушном 

зазоре и зоне потока рассеяния через зубец, м. 
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Рис. 9. Элементарные проводимости рассеяния (a)  
и эквивалентная схема магнитной цепи (b) для области 4 

 

Fig. 9. Elementary scattering conductivities (a)  
and the equivalent circuit of the magnetic circuit (b) for area 4 

 

При перемещении подвижной части ( )1 2
σ1 ,zr  ( )1 2

σ2 ,zr  ( )1 2
σ
zx  зависят от ко-

ординаты положения ротора. Каждая пара элементарных проводимостей 
для бесконечно тонкого слоя dρ или dх состоит из двух последовательно 
соединенных участков: воздушного промежутка и ПМ [13]. Полагаем,  
что элементарные магнитные проводимости рассеяния по воздуху пред-
ставляются в виде тонких слоев dρ, ограниченных дугами окружностей 
радиуса ρ, сопряженных с небольшими прямолинейными участками,  
а в зоне воздушного зазора – только прямолинейными участками [13]. 

Элементарные проводимости рассеяния эквивалентных схем магнит-
ных цепей носят один и тот же характер (рис. 8b, 9b). Поэтому целесооб-
разно эквивалентные схемы магнитных цепей с элементарными проводи-
мостями рассеяния (рис. 6b, 7b, 8b, 9b) представить в виде рис. 10.  

Суммарные элементарные магнитные проводимости рассеяния по пу-
тям магнитных потоков ( ) ( )1 2 1 2

σ σ σФ , Ф , Ф :z z z′ ′′  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

σ1 2 м1 2 1 2 м1 2 1 2 ;z
air airdG dG dG dG dG

−
′ ′ ′ ′ ′= +   (1) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

σ1 2 м1 2 1 2 м1 2 1 2 ;z
air airdG dG dG dG dG

−
′′ ′′ ′′ ′′ ′′= +   (2) 

 

( ) ( ) ( )σ1 2 σ1 2 σ1 2 .z z zdG dG dG′ ′′= +              (3) 
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Рис. 10. Преобразованные эквивалентные схемы магнитных цепей  
с элементарными проводимостями рассеяния для области: a – 1; b – 2; c – 3, 4 

 

Fig. 10. Transformed equivalent circuits of magnetic circuits  
with elementary scattering conductivities for area: a – 1; b – 2; c – 3, 4 

 
Порядок расчета элементарных проводимостей рассеяния. Элемен-

тарные магнитные проводимости рассеяния представим в следующем виде: 
– для области 1: 
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– для области 2: 
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δair
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– для области 3: 
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  2
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2

μ ;
δair
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– для области 4: 
 

1
м1

ПМ

μ ;rlddG
h

ρ′ =   0 1
1
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μ ;
δ + πair

lddG ρ′ =
ρ

  2
м2

ПМ

μ ;rldxdG
h

′′ =   0 2
2

μ ,
δair
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где μ r  – внутренняя проницаемость ПМ, Гн/м; l  – длина ПМ в направ- 
лении, перпендикулярном плоскости рисунка (эффективная длина), м;  

0μ – абсолютная магнитная проницаемость вакуума, Гн/м. 
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С учетом выражений (1), (2) получим: 
– для области 1: 
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где ( )1 1
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– для области 2: 
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– для области 3: 
 

    0 1
σ1

1

μ ;
0,5π

z l ddG
a

 ρ′ =  +ρ 
 
 

0 2
σ2

μ ;
0,5π

z l dxdG
a

′′ =  (10) 

 

– для области 4: 
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0 2
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где ( )1 1
* 0 ПМπ μ μ +δ .ra h− −=  

Проведя интегрирование (8)–(11), получим:  
– для области 1: 
 

( )

( )

( ) ( )

( )1 2 1 2
0 σ2 0 σ
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0,5π 0,5π

z z
z z

z

l a r l xG G
aa r

 +′ ′′= =  +   

 (12) 

 

– для области 2: 
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– для области 3: 
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– для области 4: 
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a a
 +′ ′′= = 
 

 (15) 

Из (12)–(15) с учетом (3) получим полные проводимости рассеяния 

σ1,zG  σ2:
zG   
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– для области 1: 
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– для области 3: 
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– для области 4: 
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На рис. 11 представлена эквивалентная схема магнитной цепи с уче- 

том (16)–(19) для расчета полных проводимостей рассеяния по путям по- 
тока через зубец статора СЭМ с ДЗО.  

 

 
 
 
 

Рис. 11. Эквивалентная схема магнитной цепи  
с полными проводимостями рассеяния 

 

Fig. 11. Equivalent circuit of a magnetic circuit 
with total scattering conductivities 

 

Для определения потока σФz  с учетом эквивалентной схемы магнитной 
цепи (рис. 11) составим уравнение равновесия МДС: 

 

( )( ) 1
ПМ1 ПМ2 σ σ1 σ2 σ1 σ2Ф .z z z z zF F G G G G

−
+ = +  (20) 

 

Из (20) следует, что магнитный поток рассеяния через зубец 
 

( ) ( )
1

σ σ1 σ2 σ1 σ2 ПМ1 ПМ2Ф .z z z z zG G G G F F
−

= + +  (21) 

 
Результаты моделирования 
 

Проверку адекватности аналитических выражений для определения 
магнитного потока рассеяния через зубец статора СЭМ с ДЗО корректно 
проводить в сравнении с результатами расчета посредством численного 
метода (метода конечных элементов). Расчет проводится для СЭМ с ДЗО  
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с внешним ротором и радиально намагниченными ПМ ( 2 7,q =  рис. 1). 
Исходные данные для расчета представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1  

Исходные данные для моделирования 
 

Initial data for modeling 
 

Наименование параметра Значение 
Число зубцов статора z1 12 
Число полюсов статора 2р 14 
Радиус статора, м 11,35 ⋅ 10–3 
Эффективная длина l, м 12,5 ⋅ 10–3 
Толщина ярма магнитопровода ротора, м 1,1 ⋅ 10–3 
Толщина ярма магнитопровода статора, м 1,1 ⋅ 10–3 
Величина воздушного зазора δ, м 0,5 ⋅ 10–3 
Толщина постоянного магнита hПМ, м 2,0 ⋅ 10–3 
Ширина постоянного магнита, м 4,5 ⋅ 10–3 
Остаточная магнитная индукция постоянного магнита Br, Тл 1,1 
Ширина паза статора, м 2,4 ⋅ 10–3 
Ширина открытия паза статора, м 1,6 ⋅ 10–3 
Высота паза, м 5,0 ⋅ 10–3 
Материал постоянного магнита NdFeB 

 Марка электротехнической стали 3406 
 

На основе исходных данных построена ДКЭМ МП исследуемой 
СЭМ с ДЗО в режиме холостого хода (рис. 12) при различных поло-
жениях зубца статора относительно полюсов ротора. 

 

        a              b                      c               d 

              
 

Рис. 12. Двумерная конечно-элементная модель магнитного поля синхронной  
электрической машины с дробными зубцовыми обмотками в режиме холостого хода:  

a – область 1; b – 2; c – 3; d – 4 
 

Fig. 12. Two-dimensional finite element model of the magnetic field of the electric machine  
with fractional gear winding in idle mode: a – area 1; b – 2; c – 3; d – 4 

 
 

Максимальный и минимальный потоки рассеяния через зубец показаны 
на рис. 12a, d, промежуточные значения потока – на рис. 12b, c. Точки 1 и 2 
выбраны вдоль оси пары полюсов на нижней кромке зубца и на границе 
потока рассеяния через зубец статора соответственно.  
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В таком случае поток рассеяния через зубец статора может быть рас-
считан как 

      σ 1 2Ф ,z A A l= −                                          (22) 
 

где А1, А2 – магнитные векторные потенциалы в точках 1 и 2. 
В табл. 2 приведены результаты расчета потоков рассеяния через зубец 

статора аналитическим и численным методами при различных положениях 
зубца статора относительно полюсов ротора (положения 1–4).  

 

Таблица 2  
Результаты расчета потока рассеяния через зубец статора  

аналитическим и численным методами 
 

Results of calculating the scattering flux through the stator gear  
by analytical and numerical methods 

 

№ положения зубца  
статора относительно 

полюсов ротора  

Аналитический метод 
6

σФ 10 ,z −⋅  Вб 
Численный метод 

6
σФ 10 ,z −⋅  Вб Погрешность, % 

1 23,66 25,12 5,8 
2 14,65 15,50 5,5 
3 4,81 5,04 4,6 
4 0,98 1,05 6,7 

 
Расхождение результатов, полученных посредством аналитического  

и численного методов, не превышает 7 %. Такая погрешность приемлема  
для большинства инженерных расчетов и обусловлена принятыми допуще-
ниями при построении эквивалентной схемы магнитной цепи исследуемой 
электрической машины. 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. Выявлены особенности распределения магнитных потоков (основного, 
краевого эффекта, рассеяния) в магнитной системе синхронных электриче-
ских машин с дробными зубцовыми обмотками. Построены эквивалентные 
схемы магнитной цепи исследуемой электрической машины при различных 
положениях зубца статора относительно полюсов ротора и обоснована необ-
ходимость учета краевого эффекта и зависимости величины потока рассея-
ния через зубцы статора от координаты положения ротора. 

2. Разработана аналитическая модель для определения потока рассеяния 
через зубцы статора синхронных электрических машин с дробными зубцо-
выми обмотками, учитывающая краевой эффект и зависимость величины 
потока рассеяния через зубцы статора от координаты положения ротора. 
Предложенная модель позволяет решить задачу количественного определе-
ния величины магнитного потока рассеяния через зубцы статора с высокой 
точностью. Практическая значимость разработанной аналитической модели 
заключается в возможности установления влияния геометрических парамет-
ров магнитной цепи на характер изменения периодической функции потока 
рассеяния через зубец статора с высокой точностью при наименьших вре-
менных затратах. Модель может применяться в процессе оптимизации син-
хронных электрических машин с дробными зубцовыми обмотками.  
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