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Реферат. Анализ научных работ, посвященных математическому описанию электриче- 
ских генераторов возвратно-поступательного движения с постоянными магнитами, показал, 
что предлагаемые математические модели такого типа генераторов основываются на теории 
магнитных цепей (упрощенном представлении о магнитной системе и магнитном поле  
в виде магнитной цепи с соответствующими проводимостями). Однако в отличие от тради-
ционных электрических машин вращательного типа электрические генераторы возвратно-
поступательного движения обладают рядом особенностей, опущение которых при модели-
ровании увеличивает затраты на их создание за счет продолжительности проектирования  
и экспериментальной доработки. Поэтому на начальных этапах электромагнитного расчета 
и решения задач оптимизации требуется применение адекватных математических моделей.  
С этой целью может использоваться моделирование на основе теории поля, однако основ-
ным его недостатком является сложность применения для решения задач оптимизации.  
Для повышения точности расчетов параметров электрических генераторов возвратно-
поступательного движения с постоянными магнитами предлагается использовать в математи-
ческих моделях на основе теории магнитных цепей уточняющие коэффициенты рассеяния и 
выпучивания магнитного потока. Авторами разработаны уточненные электромагнитные моде-
ли указанных генераторов, позволяющие вычислить основные параметры на начальных этапах 
электромагнитного расчета и решения задач оптимизации с высокой степенью соответствия. 
Отличительной особенностью уточненных электромагнитных моделей генераторов является 
учет зависимости коэффициентов рассеяния и выпучивания магнитного потока от координаты 
подвижной части и площади поперечного сечения магнитопровода.  
 

Ключевые слова: математическая модель, электрический генератор возвратно-поступа- 
тельного движения, теория магнитных цепей, теория поля, метод конечных элементов 
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Abstract. The analysis of scientific papers devoted to the mathematical description of electric 
generators of reciprocating motion with permanent magnets demonstrated that the proposed  
mathematical models of this type of generators are based on the theory of magnetic circuits.  
Such mathematical models are based on a simplified representation of the magnetic system and  
the magnetic field in the form of a magnetic circuit with corresponding magnetic conductivities. 
However, unlike traditional rotary type electric machines, electric generators of reciprocating  
motion have a number of features, the omission of which in mathematical modeling causes the 
increase of  the cost of their creation (due to the duration of the design and experimental refine-
ment of the generators). Therefore, at the initial stages of electromagnetic calculation and solving 
optimization problems, it is necessary to use adequate mathematical models to improve the  
accuracy of calculations of the parameters of these generators. For this purpose, a mathematical 
model based on field theory can be used; however, its main drawback is the complexity of its  
application for solving optimization problems. In this regard, to improve the accuracy of calcu- 
lations of the parameters of electric generators of reciprocating motion with permanent magnets,  
it is proposed to use refining coefficients (coefficients of scattering and buckling of the magnetic 
flux) in mathematical models based on the theory of magnetic circuits. The authors have deve- 
loped refined electromagnetic models of electric generators of reciprocating motion with perma-
nent magnets, which make it possible to obtain the main parameters of generators at the initial 
stages of electromagnetic calculation and when solving optimization problems with acceptable 
accuracy. A distinctive feature of the refined electromagnetic models of generators is the consi- 
deration of the scattering and buckling coefficients of the magnetic flux in the magnetic system 
that change during the simulation.  
 

Keywords: mathematical model, electric generator of reciprocating motion, theory of magnetic 
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Введение  
 

Математическому описанию электрических генераторов возвратно-
поступательного движения (ЭГВПД) с постоянными магнитами посвящено 
достаточное количество работ. Их анализ [1–6] показывает, что математиче-
ские модели (ММ), описывающие электромагнитные процессы в ЭГВПД, 
базируются на теории магнитных цепей (на основе уравнений Кирхгофа). 
Такие модели широко применяются в инженерных расчетах для опреде- 
ления параметров и характеристик ЭГВПД на начальных этапах проек- 
тирования.  

Построенные на базе цепных методов ММ удобно использовать при 
решении задач оптимизации. Методы теории магнитных цепей основаны 
на упрощенном представлении о магнитной системе и магнитном поле  
в виде магнитной цепи с соответствующими магнитными проводимостя- 
ми [1, 6]. Недостаточная точность таких моделей увеличивает затраты  
на создание ЭГВПД за счет продолжительности проектирования и экспе-
риментальной доработки генераторов. Поэтому на начальных этапах элек-
тромагнитного расчета и решения задач оптимизации необходима бо- 
лее адекватная ММ, например на основе уравнений Кирхгофа и Пуассона 
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для векторного магнитного потенциала [7–9], базирующаяся на теории  
поля. Основным недостатком такого типа ММ является сложность ее при- 
менения.  

 
Постановка задачи  
 

Разработка уточненных моделей ЭГВПД с постоянными магнитами, 
позволяющих получить с приемлемой точностью значения основных пара-
метров генераторов на начальных этапах электромагнитного расчета и ре-
шения задач оптимизации, имеет особую актуальность. 

При математическом моделировании ЭГВПД на основе уравнений 
Кирхгофа принимается ряд традиционных допущений [10–15]: потери в 
магнитопроводе от вихревых токов не учитываются; сопротивление воз-
душного зазора значительно больше сопротивления магнитопровода (маг-
нитное сопротивление магнитопровода не учитывается); постоянный маг-
нит стабилизирован, положение рабочей точки в процессе работы не меня-
ется; магнитопровод не насыщен; индуктивность рассеяния контуров не 
учитывается. Кроме того, дополнительно приняты условия функциониро-
вания ЭГВПД: однофазное исполнение; линейная нагрузка. 

 
Разработка уточненных электромагнитных моделей 
 

В ЭГВПД с числом постоянных магнитов n, формирующих магнитный 
поток через k-й контур, потокосцепление k-го контура  
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1
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k k kk kn
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где ik – ток k-го контура; Lkk – собственная индуктивность k-го контура; 
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∑  – потокосцепление k-го контура, обусловленное n-м постоянным 

магнитом. 
С учетом (1) и второго закона Кирхгофа для электрических цепей  

запишем уравнение электрического равновесия [1, 14] для k-го конту- 
ра ЭГВПД 
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где Rk – активное сопротивление k-го контура. 
Выделяя нагрузку и преобразуя уравнение (2) в соответствии с прави-

лами дифференцирования, запишем его в виде 
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где R0k – активное сопротивление рабочей обмотки k-го контура генера- 
тора; Rн – то же нагрузки; Lн – индуктивность нагрузки; L0k – собствен- 
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ная индуктивность k-го контура; гv dx dt=  – скорость перемещения по-
движной части генератора. 

Выражению (3) с учетом принятых допущений и условий функцио- 
нирования генератора может быть поставлена в соответствие эквива- 
лентная электрическая схема ЭГВПД, представленная на рис. 1, где Ek – 
ЭДС движения k-го контура; Uнk – напряжение нагрузки k-го конту- 
ра ( )( )н н нk k kU i R L di dt= +  [1, 14]. 

Рис. 1. Эквивалентная электрическая схема 
k-го контура электрического генератора
возвратно-поступательного движения

Fig. 1. Equivalent electrical diagram 
of the k-th circuit of a magnetoelectric 

reciprocating generator 

Собственная индуктивность k-го контура определяется по выражению [1] 

( )0 Ф ,
kk i k kL w i=   (4) 

где Ф
ki
 – магнитный поток через k-й контур, созданный током k-го конту- 

ра ik; wk – количество витков k-го контура. 
Потокосцепление k-го контура, обусловленное п постоянными магнита- 

ми [1]: 
ПМ ПМ

1 1
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где ПМФkn  – магнитный поток через k-й контур, обусловленный n-м посто-
янным магнитом. 

Учитывая, что магнитный поток равен произведению магнитодвижу-
щей силы и магнитной проводимости по пути потока [1], запишем магнит-
ный поток через k-й контур: 

– обусловленный n-м постоянным магнитом:

ПМ
ПМ ПМ

ФФ ,
n

kn nF G=     (6) 

где ПМ
nF  – магнитодвижущая сила n-го постоянного магнита; ПМФn

G  – маг-

нитная проводимость воздушного промежутка по пути магнитного по-
тока n-го постоянного магнита ПМФ ;n  

– созданный током k-го контура ik:

ФФ ,
k iki kF G=            (7) 

где k k kF w i=  – магнитодвижущая сила k-го контура; Фik
G  – магнитная про-

водимость воздушного промежутка по пути потока Ф .
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Существует множество методов расчета магнитных проводимостей 
магнитной цепи [13, 16]. Для расчета магнитных проводимостей ЭГВПД 
поперечного и продольного типов, как правило, используется метод веро-
ятных путей потока (метод Ротерса), получивший распространение благо-
даря своей наглядности и простоте применения [1, 16]. При расчете маг-
нитных проводимостей воздушных зазоров ЭГВПД продольного типа с 
помощью метода Ротерса используются расчетные выражения, применяе-
мые к электромагнитам [17, 18] как наиболее близким по конструктивным 
признакам преобразователям. Кроме того, в [17, с. 52–53] путем математи- 
ческой обработки экспериментальных данных на основе принципа подо- 
бия А. Г. Сливинской получены зависимости, выражающие суммарную 
внешнюю магнитную проводимость воздушных зазоров для квадратных 
и цилиндрических полюсов. Однако в отличие от традиционных электри-
ческих машин вращательного типа ЭГВПД обладают рядом особенностей 
(неравномерность распределения магнитного потока в воздушном зазоре 
магнитной системы, переменный характер воздушного зазора между по-
движной и неподвижной частями [1]), учет которых имеет важное значение 
при исследовании и проектировании генератора. Поэтому для повышения 
адекватности моделирования ЭГВПД предложено использовать в ММ на 
основе уравнений Кирхгофа уточняющие коэффициенты магнитных пото-
ков выпучивания k и рассеяния σ, полученные с помощью метода конеч- 
ных элементов [19]. С учетом сказанного запишем магнитный поток че- 
рез k-й контур: 

– обусловленный n-м постоянным магнитом:

ПМ
ПМ ПМ

ФФ ;
σ n

kn n
k F G=               (8) 

– созданный током k-го контура ik:

ФФ .
σk iki k
k F G=      (9) 

Следовательно, собственная индуктивность k-го контура примет вид 

2
0 Ф .

σ ikk k
kL w G=      (10) 

В [19, 20] изложен порядок получения уточняющих коэффициентов σ, 
k для ЭГВПД и представлены уточняющие коэффициенты ( )МПрσ , , S х  

( )МПр , ,k S х  полученные для ЭГВПД продольного типа, в зависимости от 

координаты перемещения х подвижной части и площади поперечного се-
чения магнитопровода SМПр. Разработанный ранее подход [8, 19, 20] осно-
ван на использовании в ММ ( )МПрσ , , S х  ( )МПр ,k S х  при заданных SМПр и x. 

То есть в процессе моделирования при изменении SМПр или x необходимо 
делать пересчет коэффициентов σ и k, что не очень удобно на начальных 
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этапах электромагнитного расчета и решения задач оптимизации генерато-
ров. Кроме того, в [21] выявлено, что существенное влияние на значения 
коэффициентов рассеяния и выпучивания оказывают SМПр и x. Анализ вы-
ражений (8)–(10) показывает, что если не учесть этот факт, погрешность 
расчетов параметров ЭГВПД увеличится. 

С учетом анализа результатов математического моделирования ЭГВПД 
[8, 9, 15, 19–21] в данной статье предложены два новых подхода 
к использованию в ММ на основе уравнений Кирхгофа уточняющих коэф-
фициентов ( ) ( )МПр МПрσ , , , :S х k S х  1) при изменении координаты подвиж-

ной части x = var и заданной площади поперечного сечения магнитопрово-
да МПр МПр1 МПр ;nS S S= −  2) при x = var и SМПр = var. 

Для пояснения реализации первого подхода предлагается исполь- 
зовать полученные ранее уточняющие коэффициенты ( ) ( )МПр МПрσ , , ,S х k S х

для ЭГВПД продольного типа [20], на которых строятся зависимости σ от х 
и k от х при МПр МПр1 МПр ,  varnS S S х= − =  (рис. 2, 3). Такие зависимости 
могут быть получены для любого типа ЭГВПД путем многократно- 
го построения двухмерной конечно-элементной модели магнитного по- 
ля (рис. 4) [19]. 
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Рис. 2. Зависимость σ от х  
при МПр МПр1 МПр ,  varnS S S х= − =

Fig. 2. Dependence of σ on х  
by МПр МПр1 МПр ,  varnS S S х= − =

Рис. 3. Зависимость k от x  
при МПр МПр1 МПр ,  varnS S S х= − =

 

Fig. 3. Dependence of  k on x  
by МПр МПр1 МПр ,  varnS S S х= − =

 

Далее путем полиномиальной аппроксимации (n = 3) рассчитанных ко-
эффициентов σ, k (рис. 2, 3) при МПр МПр1 МПр ,  varnS S S х= − = получены 
выражения: 

( ) 3 2
МПр 0 1 2 3

0 1 2 3

σ , ,

 ; , , , ;
n nS x a x a x a x a

n N a a a a R

= + + +

∈ ∈
(11)
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( ) 3 2
МПр 0 1 2 3

0 1 2 3

, ,
;  , , , ,

n nk S x a x a x a x a
n N a a a a R

= + + +

∈ ∈
   (12) 

где N – множество  натуральных  чисел; 0 1 2 3, , ,a a a a  – коэффициенты; 
R  – множество действительных чисел. 
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Рис. 4. Двухмерная конечно-элементная модель магнитного поля  
электрического генератора возвратно-поступательного движения 

с продольным изменением магнитного потока 

Fig. 4. Two-dimensional finite element model of the magnetic field  
of an electric generator of reciprocating motion with a longitudinal alteration 

in the magnetic flux 

Степень полинома n определяет точность расчета σ, k. Выраже- 
ния (11) и (12) показывают зависимость σ, k от х при МПр МПр1 МПрnS S S= −  
и позволяют использовать в ММ на основе уравнений Кирхгофа изменяю- 
щиеся в процессе моделирования ( )МПрσ , , S х  ( )МПр ,k S х при x = var, 

МПрS  МПр1 МПр .nS S= − С учетом полученных коэффициентов ( )МПрσ , ,  n nS x  

( )МПр ,n nk S x и выражений (8), (10) уравнение (3) можно записать в виде 

ПМ

2
Ф

0 н н

ПМ2
Ф Ф

г
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0.
σ σ

ik
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n kk k
k k k
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s n k nn k
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nn n
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k w Gdi dii R i R L
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k w F Gk w Gd di v
dt dx=

≠

 
 + + + +
 
 
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Второй подход реализуется в среде MatLab-Simulink за счет использо-
вания блока Look-Up Table 2-D (рис. 5).  

1u

2u
( )1 2;y f u u=

( )1 2;y f u u=

1,u 

2 ,u 

Рис. 5. Блок Look-Up Table 2-D 
Fig. 5. Look-Up Table 2-D block 

Порядок формирования числового состава таблицы 
блока Look-Up Table 2-D 

Путем многократного построения двухмерной конечно-элементной мо-
дели магнитного поля [19] ЭГВПД при МПр var, varS х= =  (рис. 4) форми-
руется числовой состав таблицы блока Look-Up Table 2-D, включающий 
значения отношения ( ) ( )МПр МПр, σ ,k S х S х  при МПр var, var.S х= =  В каче- 
стве примера на рис. 6 представлены диалоговые окна блока Look-Up Tab- 
le 2-D при SМПр1, SМПр2, SМПр3 и x1, x2, x3. Шаги изменения SМПр, x определя- 
ют точность расчета ( ) ( )МПр МПр, σ , .k S х S х  

МПр1S

1х

( ) ( )МПр МПр, σ ,k S х S х

МПр2S МПр3S

2х
3х

( ) ( )МПр МПр, σ ,k S х S х

МПрS х

Рис. 6. Диалоговые окна блока Look-Up Table 2-D 
Fig. 6. Dialog boxes of the Look-Up Table 2-D block 
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Данный подход позволяет использовать в ММ на основе уравнений 
Кирхгофа изменяющиеся в процессе моделирования ( ) ( )МПр МПрσ , , ,S х k S х

при var,х =  МПр var .S =  Для его реализации на основе (3), (5), (10) в среде 
MatLab-Simulink разработана имитационная модель ЭГВПД, структурная 
схема которой представлена на рис. 7. 
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Разработанная имитационная модель ЭГВПД с постоянными магнитами 
позволяет получить мгновенные значения тока ik(t), напряжения uk(t) 
и мощности Pk(t) в цепи генератора с учетом зависимости коэффициентов 
рассеяния и выпучивания магнитного потока от координаты подвижной 
части и площади поперечного сечения магнитопровода. 
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ВЫВОДЫ 

1. Обоснована необходимость применения и предложены новые подхо-
ды к использованию в математических моделях электрических генерато- 
ров возвратно-поступательного движения на основе уравнений Кирхго- 
фа, применяемых на начальных этапах электромагнитного расчета и в ре-
шении задач оптимизации генераторов, уточняющих коэффициентов рас-
сеяния и выпучивания магнитного потока. 

2. Разработаны уточненные электромагнитные модели электрических
генераторов возвратно-поступательного движения с постоянными магни-
тами, учитывающие зависимость коэффициентов рассеяния и выпучивания 
магнитного потока от координаты подвижной части и площади попереч- 
ного сечения магнитопровода, которые позволят получить основные па- 
раметры генераторов на начальных этапах электромагнитного расчета 
и в решении задач оптимизации. 
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