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Реферат. В статье рассмотрен метод оценки режимов работы теплотехнологических уста-
новок, используемых для тепловой обработки бетонных изделий в условиях программно 
управляемого подвода теплоты вида «нагрев – изотермическая выдержка – охлаждение». 
Метод основан на численном решении нестационарного уравнения теплопроводности,  
дополненного уравнениями, описывающими процесс гидратации бетонного изделия,  
и включает систему начальных и граничных условий для его пространственной структуры. 
Он позволяет построить табулированные функции температуры и степени гидратации от 
времени тепловой обработки в любой точке 3D-изделия. Представлен математический ап-
парат для расчета функциональных зависимостей процесса гидратации бетона в теплотех-
нологических установках с программно нагреваемой средой. Применительно к симметрич-
ному изделию выполнены расчеты процесса гидратации бетона в опалубке. Проведен чис-
ленный анализ поведения функций, моделирующих режим подвода теплоты в зависимости 
от времени обработки бетонного изделия, основанный на расчете градиента температур  
по минимальному сечению изделия. Показано, что максимальная скорость процесса гидра-
тации в твердеющем бетонном изделии достигается при наибольшем времени изотермиче-
ской выдержки. При этом с увеличением продолжительности нагрева изделия снижается 
величина максимума скорости гидратации. Развиваемый метод оценки режимов тепловой 
обработки бетонных изделий позволяет определить параметры, необходимые для расчета 
количества полезной теплоты, минимально необходимой для тепловой обработки бетонных 
изделий с пространственно распределенными параметрами. Предлагаемый метод применим 
для расчета температурных полей и степени гидратации в изделиях со сложной геометрией, 
помещенных в программно нагреваемую среду теплотехнологических промышленных 
установок для ускоренной гидратации бетонов, а также позволяет производить поверочные 
вычисления перед назначением режимов подачи теплоты к обрабатываемым изделиям. 
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Abstract. In the article the technique of an assessment of modes of operation of the heat enginee- 
ring equipment used for heat treatment of concrete products in the conditions of program-
controlled heat supply according to the pattern of “heating – isothermal influence – cooling” has 
been developed. The method is based on the numerical solution of a non-stationary heat equation 
supplemented by equations describing the hydration process of a concrete product; also, it includes  
a system of initial and boundary conditions for its spatial structure. The method makes it possible 
to create tabulated functions of temperature and the degree of hydration of the time of heat treat-
ment in any point of a 3D-product. The mathematical tools for calculating the functional depen- 
dencies of concrete hydration equipment with software-heated environment are presented. Nume- 
rical calculations of the concrete hydration process in the formwork are performed with respect  
to the symmetrical object. Based on the calculation of the temperature gradient across the minimal 
cross section of the product, a numerical analysis of the functions modeling heat supply mode 
depending on the processing time of a concrete product has been fulfilled. It is demonstrated that 
the maximum speed of the hydration process in a concrete product hardening is achieved at the 
maximum of time lag of isothermal cure. Additionally, with an increase in the duration of  
the product heating, the value of the maximum hydration rate decreases. It is concluded that the 
method of assessing the mode of heat treatment of concrete products being developed makes  
it possible to determine parameters for the calculation of the minimal useful heat required for the 
heat treatment of concrete products with spatially distributed parameters. The proposed method  
is applicable to calculate the temperature fields and the extent of hydration in the products of any 
geometric shape and volume in a software-controlled heating environment of industrial facilities 
for the accelerated hydration of concrete, and also affords the possibility of preliminary calibration 
prior to the assignment of relevant heat supply modes to the products being processed.  
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Введение  
 
Повышение энергетической эффективности режимов работы теплотех-

нологических установок, используемых для ускоренного твердения бетон-
ных изделий, является важнейшей задачей промышленной теплоэнергети-
ки [1–3]. Чтобы оптимизировать энергетические затраты на технологию 
ускоренного получения бетонных изделий, необходимо произвести выбор 
оптимального режима подвода теплоты к изделиям в период их тепловой 
обработки. Такая задача имеет теоретическое и практическое значение  
и состоит в определении наилучшего сочетания параметров «температура – 
время» при тепловой обработке вида «нагрев поверхности бетонного изде-
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лия – изотермическая выдержка – охлаждение поверхности бетонного из-
делия». Особенность решения такой задачи состоит в том, что, кроме теп-
ловых параметров обработки, необходимо учитывать процессы гидрата-
ции, существенно влияющие на прочностные качества изделий. С одной 
стороны, программируя скорость нагрева поверхности изделия, длитель-
ность периода изотермической выдержки и продолжительность охлажде-
ния, мы задаем режим эволюции степени гидратации в каждой простран-
ственной точке изделия. С другой стороны, изменяя режим тепловой обра-
ботки, можно снизить энергетические затраты на производство бетонных 
изделий.  

Известно, что отыскание наилучших режимов тепловой обработки бе-
тона может осуществляться с помощью теплофизической модели [4, 5], 
включающей параметры режима тепловой обработки и геометрию бетон-
ного тела, обладающего определенным набором теплофизических характе-
ристик. Проведенный анализ литературных данных показал, что в настоя-
щее время не существует общепринятой теплофизической модели процесса 
твердения бетонного изделия с произвольной геометрией [6–9], которая 
могла бы применяться для определения оптимальной потребности в тепло-
те, затрачиваемой на тепловую обработку в промышленных условиях.  

В то же время оптимизация энергетических тепловых режимов с ис-
пользованием эмпирического метода проб и ошибок требует значительных 
материальных и временных ресурсов, что в условиях современного произ-
водства экономически не оправдано. Содержащиеся в известных работах 
наборы эмпирических зависимостей включают большое количество полу-
чаемых опытным путем констант, что снижает эффективность этого мето-
да, особенно для изделий со сложной трехмерной геометрией [10–14].  

Цель исследований авторов – разработка теплофизической модели 
функционирования теплотехнологического оборудования и ее анализ с по-
мощью метода конечных элементов для выбора оптимальных режимов 
программно управляемого подвода теплоты при тепловой обработке бе-
тонных изделий в промышленных установках ускоренной гидратации  
с целью минимизации энергетических затрат. Развиваемый метод отлича-
ется от известных [3, 10, 12, 13, 15] особенностями теплофизического опи-
сания процесса гидратации и численной реализацией метода конечных 
элементов применительно к расчету эволюции процесса твердения бетон-
ного изделия. 

Для достижения указанной цели в качестве тестового объекта выбрано 
изделие в форме куба, что позволило за счет симметрии исключить влия-
ние особенностей 3D-геометрии на эволюцию степени гидратации. Отме-
тим, что ограничений для применения описанного ниже математического 
аппарата к объектам со сложной 3D-геометрией нет.  

В расчетах использованы режимы программно управляемого подвода 
теплоты, представленные в табл. 1. Из табл. 1 видно, что суммарное время 
тепловой обработки изделия было одинаковым для всех режимов и равня-
лось 15 ч. Температура изотермической выдержки изделия принята 85 оС.  
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Таблица 1 
Параметры режимов программно управляемого подвода теплоты,  

использованные в исследовании 
 

The parameters of software-controlled heat supply modes used in the study 
 

Номер режима 
Время, ч 

нагрева изотермической  
выдержки охлаждения 

Р1 0 10 5 
Р2 1 9 5 
Р3 2 8 5 
Р4 3 7 5 
Р5 4 6 5 
Р6 5 5 5 

 
Состав используемой при математическом моделировании бетонной 

смеси и теплофизические характеристики бетона отвечали следующим 
массовым соотношениям: Ц:П:Щ = 1:1,76:2,98; В/Ц = 0,4, где Ц, П, Щ, В – 
удельные расходы соответственно цемента, песка, щебня, воды в расчете 
на 1 м3 получаемой бетонной смеси, кг/м3. Использовался портландцемент 
марки М400-Д20 с удельным расходом Ц = 350 кг/м3.  

Плотность бетонной смеси составила: ρб = Ц + П + Щ + В = 350 +  
+ 616 + 1043 + 140 = 2149 кг/м3. Удельная теплоемкость бетона в сухом 
состоянии принята 840 Дж/(кг⋅К). С учетом этого средняя удельная тепло-
емкость свежеотформованного бетонного изделия  

 

б
840 (Ц П Щ) 4190В 1058  Дж/(кг К).

Ц П Щ В
с ⋅ + + +
= = ⋅

+ + +
 

 

Максимальное тепловыделение (теплота гидратации) заложенного в 
расчетную модель цемента М400 составляет Qmax = 418,7 кДж/кг. Зависи-
мость теплоты гидратации от времени и температуры принята в виде экс-
периментально полученной функции Q(T, τ), приведенной в [16]. 

 
Математический аппарат  
для расчета процесса твердения бетона  
 

В качестве основной формулы для расчета изменения температуры и 
степени гидратации использовалось уравнение теплопроводности, в кото-
ром учтено тепловыделение, возникающее при гидратации цемента:  

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
б б

, , , 1 Ц , , , , , , ,

, , ,
, , , , , , ,

q
T x y z

P Q x y z T x y z
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T x y z
H x y z T x y z

x
x

∂ τ 
= ⋅ τ τ +∂τ ρ 

 ∂ τ 
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∂
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               (1) 

 

где τ – время тепловой обработки бетона; x, y, z – декартовы координаты 
рассматриваемой точки; T(x, y, z, τ) – температура бетона в точке с коор- 
динатами (x, y, z) в момент времени τ, °С; ρб – плотность бетона, кг/м3;  
cб – удельная теплоемкость бетона, Дж/(кг⋅К); Ц – удельный расход цемен-
та в бетоне, кг/м3; Q(x, y, z, τ) – удельная теплота гидратации цемента  
в точке с координатами (x, y, z) на момент времени τ, Дж/кг; λ(H, T) – теп-
лопроводность бетона, зависящая от степени его гидратации и темпера- 
туры, Дж/(м⋅К); H(x, y, z, τ) = Q(x, y, z, τ)/Qmax – коэффициент (степень) 
гидратации цемента в точке с координатами (x, y, z) к моменту времени τ; 
Qmax – максимальное тепловыделение вследствие гидратации цемен- 
та, Дж/кг; Pq(Q, T) – удельная мощность тепловыделения при гидратации 
цемента, Вт/кг, определяемая по формуле 

 

( )
( )( )

( )( ) ( )( )

пр

пр пр

, ,
,

, , , ,
,

q

Q T Q T
P Q T

Q T Q T Q T Q T

∂ τ
= ≈

∂τ
τ + ∆τ − τ

≈
∆τ

                    (2) 

 

Q – удельные тепловыделения вследствие гидратации цемента к заданному 
моменту времени, Дж/кг; Q(T, τ) – заданная функция тепловыделения це-
мента в зависимости от времени и температуры тепловой обработки, 
Дж/кг; τпр(Q, T) – приведенное время гидратации цемента, являющееся 
функцией обратной функции тепловыделений Q(T, τ) при фиксированном 
значении температуры бетона Tfix = T(τпр(Q, T)) = 1/Q(T, Q), равно продол-
жительности твердения бетона в естественных температурных условиях,  
в течение которой достигается такая же степень гидратации, что и при 
фактической температуре T ускоренной тепловой обработки, с; ∆τ – шаг 
времени моделирования процесса твердения, с. 

Распределение тепловыделения в каждой точке внутреннего простран-
ства бетонного изделия принято аналогичным распределению в бетонном 
теле степени (коэффициента) гидратации 

 

( ) ( )
max

, , , , , ,
.

Q x y z H x y z
Q

∂ τ ∂ τ
=

∂τ ∂τ
                           (3) 
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Степень (коэффициент) гидратации вычислялась как функция тепловы-
делений в данной точке пространства бетонного изделия  

 

( ) ( ) ( )( )max
, , ,

, , , , , , , .q
H x y z

Q P Q x y z T x y z
∂ τ

= τ τ
∂τ

               (4) 
 

Эволюция температуры в пределах трехмерного пространства стальной 
опалубки определялась на основании уравнения теплопроводности 

 

( )

( ) ( ) ( )2 2 2
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2 2 2
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∂ τ
=

∂τ
 ∂ τ ∂ τ ∂ τλ

= +  ρ ∂ ∂ ∂ 

           (5) 

 

где x, y, z – декартовы координаты рассматриваемой точки; T(x, y, z, τ) – 
температура в точке с координатами (x, y, z) в момент времени τ; τ – время 
тепловой обработки, с; λст, cст, ρст – теплопроводность (44,5 Вт/(м⋅К)), 
удельная теплоемкость (475 Дж/кг) и плотность стали (7850 кг/м3).  

Начальные и граничные условия для математической модели поверхно-
сти «бетон – среда тепловой обработки» приняты в соответствии с уравне-
ниями: 

 

o
1 2 3

1
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где Ω1, Ω2, Ω3 – область точек пространства бетонного изделия, опалубки  
и греющей среды; α – коэффициент теплоотдачи, соответствующий конвек-
тивному теплообмену в воздушной среде (принимался α = 20 Вт/(м2⋅К));  
∂i – это либо ∂x, либо ∂y, либо ∂z согласно ориентации соответствующей 
границы в пространстве декартовых координат. 

Граничные условия на поверхности «опалубка – среда тепловой обра-
ботки» и «опалубка – бетон» определены следующим образом: 
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2 3

2 3
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∂
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Коэффициент теплопроводности бетона λ(H, T) в зависимости от сте-
пени (коэффициента) гидратации и температуры в каждой точке простран-
ства, а также от водоцементного отношения, влажности и плотности бето-
на принят на основе данных, приведенных в [17, 18].  

При выполнении численных расчетов для сходимости модели, пред-
ставленной уравнениями (1)–(9), использовали 238328 расчетных сеточных 
элементов, причем шаг по времени моделирования был принят рав- 
ным 0,25 с при размере сеточного элемента 0,005 м. 

Математически условие изменения температуры тепловой среды было 
задано табулированной функцией (табл. 2). 

Таблица 2 
Режимы программно управляемого подвода теплоты, использованные при численном  

моделировании Рi  (i – номер режима, соответствующий табл. 1) 
 

Software-controlled heat supply modes utilized in the numerical simulation Pi  
(i – mode number corresponding to tab. 1) 

 

τ, с Т(Р1), °C Т(Р2), °C Т(Р3), °C Т(Р4), °C Т(Р5), °C Т(Р6), °C 
1 2 3 4 5 6 7 
0 20 20 20 20 20 20 

1200 85 41,666 30,831 27,224 25,42 24,330 
2400 85 63,328 41,670 34,444 30,84 28,661 
3600 85 85 52,509 41,658 36,26 32,993 
4800 85 85 63,349 48,873 41,68 37,333 
6000 85 85 74,189 56,087 47,100 41,673 
7200 85 85 85 63,301 52,520 46,012 
8400 85 85 85 70,516 57,939 50,352 
9600 85 85 85 77,730 63,361 54,691 

10800 85 85 85 85 68,780 59,031 
12000 85 85 85 85 74,200 63,371 
13200 85 85 85 85 79,620 67,695 
14400 85 85 85 85 85 72,016 
15600 85 85 85 85 85 76,337 
16800 85 85 85 85 85 80,658 
18000 85 85 85 85 85 85 
19200 85 85 85 85 85 85 
20400 85 85 85 85 85 85 
21600 85 85 85 85 85 85 
22800 85 85 85 85 85 85 
24000 85 85 85 85 85 85 
25200 85 85 85 85 85 85 
26400 85 85 85 85 85 85 
27600 85 85 85 85 85 85 
28800 85 85 85 85 85 85 
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Окончание табл. 2 
 

τ, с Т(Р1), °C Т(Р2), °C Т(Р3), °C Т(Р4), °C Т(Р5), °C Т(Р6), °C 

30000 85 85 85 85 85 85 
31200 85 85 85 85 85 85 
32400 85 85 85 85 85 85 
33600 85 85 85 85 85 85 
34800 85 85 85 85 85 85 
36000 85 84,999 84,999 84,999 84,999 84,999 
37200 80,681 80,678 80,678 80,678 80,678 80,678 
38400 76,360 76,357 76,357 76,357 76,357 76,357 
39600 72,039 72,035 72,035 72,035 72,035 72,035 
40800 67,718 67,714 67,714 67,714 67,714 67,714 
42000 63,394 63,390 63,390 63,390 63,390 63,390 
43200 59,054 59,050 59,050 59,050 59,050 59,050 
44400 54,714 54,711 54,711 54,711 54,711 54,711 
45600 50,375 50,371 50,371 50,371 50,371 50,371 
46800 46,035 46,032 46,032 46,032 46,032 46,032 
48000 41,696 41,692 41,692 41,692 41,692 41,692 
49200 37,356 37,352 37,352 37,352 37,352 37,352 
50400 33,016 33,013 33,013 33,013 33,013 33,013 
51600 28,684 28,680 28,680 28,680 28,680 28,680 
52800 24,353 24,350 24,350 24,350 24,350 24,350 
54000 20,023 20,019 20,019 20,019 20,019 20,019 
55200 20 20 20 20 20 20 
 
Результаты численного расчета 
 

Для характеристики и оценки процесса теплопереноса от греющих эле-
ментов устройства ускоренной гидратации к бетонному изделию, подвер-
гаемому тепловой обработке, была введена тепловая функция ∆TPi(τ) =  
= TPi(τ) – TАPi(τ), где TPi(τ) – функция температуры i-го режима подвода 
теплоты от времени тепловой обработки; TАPi(τ) – функция температуры от 
времени в геометрическом центре кубического изделия для соответствую-
щего режима Рi. По физическому смыслу тепловая функция ∆TPi(τ) харак-
теризует временную динамику разности температур между температу- 
рой нагревателя (граница) и центральной точкой бетонного изделия для 
режима Рi. 

Полученные на основе (1)–(9) расчетные зависимости функции ∆T(τ) 
для различных режимов обработки кубического изделия размерами 
0,30×0,30×0,30 м с координатами в центре А (0,15; 0,15; 0,15) в зависимо-
сти от времени обработки представлены на рис. 1.  

Как видно из рис. 1, функция ∆T(τ) имеет максимум, который соответ-
ствует моменту перехода режима подвода теплоты от периода нагрева  
к периоду изотермической выдержки.  
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    0     10000      20000      30000      40000      τ, c     50000  

Рис. 1. Зависимость разности температур между температурой нагревателя 
и температурой в точке с координатами А (0,15; 0,15; 0,15) от времени  
тепловой обработки кубического изделия размерами 0,30×0,30×0,30 м:  

1 – режим Р1; 2 – Р2; 3 – Р3; 4 – Р4; 5 – Р5; 6 – режим Р6 
Fig. 1. Dependence of temperature differences between the temperature of the heater 

and the temperature at the point with coordinates A (0.15; 0.15; 0.15)  
on the time of heat treatment of a cubic product of the size of 0.30×0.30×0.30 m:  

1 – mode P1; 2 – P2; 3 – P3; 4 – P4; 5 – P5; 6 – mode P6 

Отметим, что для режимов, указанных в табл. 2, функция ∆T(τ) прини-
мает разный вид, что также следует из рис. 1. Причем из приведенного 
расчета можно видеть, что чем короче продолжительность изотермической 
выдержки и соответственно длиннее фазы нагрева, тем больше максимум 
функции ∆TPi смещен вправо по времени тепловой обработки. Максималь-
ные значения функции ∆TPi(τ) наблюдаются для режима № 1, обеспечива-
ющего тепловую обработку при максимальной продолжительности изо-
термической выдержки и минимальном времени перехода «нагрев – изо-
термическая выдержка». В частности, согласно рис. 1, для других режимов 
подвода теплоты по мере сокращения времени изотермической выдержки 
градиент скорости в сечении изделия уменьшается. 

На основании полученных данных можно количественно оценить теп-
ловые эффекты, обусловленные заданным законом подвода теплоты к из-
делию, подвергаемому тепловой обработке, с учетом экзотермических эф-
фектов процесса гидратации цемента. Зависимости скорости изменения 
степени (коэффициента) гидратации ∂H/∂τ от времени тепловой обработ- 
ки изделия в форме куба размерами 0,30×0,30×0,30 м в точке А (0,15; 
0,15; 0,15) представлены на рис. 2. 

Как видно из рис. 2, скорость гидратации имеет максимум. Сравнивая 
эти данные с данными табл. 2, можно отметить, что этот максимум соот-
ветствует моментам перехода режима подвода теплоты от периода нагрева 
изделия к периоду изотермической выдержки. Причем, как следует из рис. 2, 
чем меньше времени затрачено на изотермическую выдержку, тем меньше 
величина максимума функции скорости гидратации. В интервале времени 
тепловой обработки τ = 30000–40000 с наблюдается перегиб графика 
функции скорости изменения степени гидратации, связанный с переходом 
режима подвода теплоты в процессе тепловой обработки от периода нагре-
ва изделия к периоду его изотермической выдержки. 
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Рис. 2. Зависимость скорости изменения степени гидратации ∂H/∂τ от времени тепловой 
обработки изделия в форме куба размерами 0,30×0,30×0,30 м в точке А (0,15; 0,15; 0,15):  

1 – режим Р1; 2 – Р2; 3 – Р3; 4 – Р4; 5 – Р5; 6 – режим Р6 
 

Fig. 2. Dependence of the hydration degree ∂H/∂τ rate change on the time of the heat treatment  
of a cubic product of the size of 0.30×0.30×0.30 m at point A (0.15; 0.15; 0.15):  

1 – mode P1; 2 – P2; 3 – P3; 4 – P4; 5 – P5; 6 – mode P6 
 
Зависимость степени гидратации Н от времени твердения кубического  

изделия размерами 0,30×0,30×0,30 м в точке А (0,15; 0,15; 0,15) показана  
на рис. 3. Как видно из рис. 3, функция степени гидратации Н(τ), вычисленная 
по модели (1)–(9), увеличивается по мере течения времени тепловой обработ-
ки изделия. Причем, чем больше время изотермической выдержки, тем выше 
степень гидратации, что отражено на кривой 1 (рис. 3). Это соответствует осо-
бенностям протекающих в изделии физико-химических процессов. 

 

 
                           0             10000         20000         30000         40000  τ, c  50000   

 
Рис. 3. Зависимость степени гидратации Н от времени тепловой обработки  

изделия в форме куба размерами 0,30×0,30×0,30 м в точке А (0,15; 0,15; 0,15):  
1 – режим Р1; 2 – Р2; 3 – Р3; 4 – Р4; 5 – Р5; 6 – режим Р6 

 

Fig. 3. Dependence of the hydration degree (H) on the time of heat treatment  
of a cubic product of the size of 0.30×0.30×0.30 m at point A (0.15; 0.15; 0.15):  

1 – mode P1; 2 – P2; 3 – mode P3; 4 – P4; 5 – P5; 6 – mode P6 
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Таким образом, задавая на входе модели (1)–(9) режим подвода теплоты 
к подвергаемому тепловой обработке бетонному изделию, можно количе-
ственно определять функции Н(τ), ∂H/∂τ, ∆T(τ) для различных простран-
ственных элементов изделия. Эти функции могут быть использованы для 
вычисления показателей энергопотребления теплотехнологического обо-
рудования, применяемого на промышленных предприятиях для осуществ-
ления ускоренной гидратации бетона.  

 
ВЫВОДЫ 

 
1. На основе разработанной теплофизической модели и заданных режи-

мов подвода теплоты выполнен численный анализ характеристик процесса, 
зависящих от времени тепловой обработки бетонного изделия в теплотех-
нологических устройствах ускоренной гидратации бетона. Показано, что 
максимальная скорость процесса гидратации в твердеющем бетонном из-
делии достигается при максимальной продолжительности изотермической 
выдержки и минимальном времени перехода «нагрев – изотермическая вы-
держка»: чем больше время нагрева изделия, тем меньше наблюдаемый 
максимум скорости гидратации.   

2. Предлагаемый метод оценки позволяет оптимизировать режимы под-
вода теплоты к бетонному изделию на дискретном множестве заданных 
режимов при заданной целевой функции полезного объема тепловой энер-
гии, необходимой для производства бетонных изделий с пространственно 
распределенными параметрами.  

3. Метод применим для расчета характеристик процесса гидратации для 
изделий любой геометрической формы и объемов, помещенных в про-
граммно нагреваемую среду теплотехнологических промышленных уста-
новок для ускоренной гидратации бетонов.  
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