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Нагрев различных материалов в противотоке находит довольно ши­
рокое распространение в металлургии. Исследованию подобных процес­
сов посвящены многие работы (например, [1—7]). Существующие мето­
дики расчета при этом основываются либо на численном моделирова­
нии, либо на ряде упрощающих гипотез, наиболее существенными из 
которых являются пренебрежение тепловой инерцией тел и осуществле­
ние теплообмена исключительно конвекцией [7]. Первая гипотеза дала 
возможность построить методику расчета без привлечения дифференци­
ального уравнения теплопроводности. Но такая методика оказалась ма­
лопригодной для расчета массивных тел. Для ее уточнения пришлось 
решать соответствующую краевую задачу теплопроводности. Благодаря 
второй гипотезе эта задача оказалась линейной, что и дало возможность 
получить точное аналитическое решение.

Однако это решение, будучи более-менее справедливым для фильт­
рационных процессов, в большинстве случаев приводит к существен­
ным погрешностям при расчетах противоточного нагрева металла в про­
ходных или методических печах, где теплообмен является чисто радиа­
ционным или смешанным радиационно-конвективным.

Еще полвека тому назад А. В. Кавадеров отмечал, что процесс ра­
диационного нагрева массивных слитков в печах с нестационарной тем­
пературой газа-теплоносителя представляет значительный практический 
интерес [8]. Но и до сих пор общее аналитическое решение соответст­
вующей краевой задачи противоточного теплообмена еще не получено, 
хотя некоторые отдельные попытки в этом направлении производились, 
о чем говорится в [8].

Единственной работой, претендующей в какой-то мере на постанов­
ку и аналитическое решение нелинейной задачи противоточного радиа­
ционного нагрева массивного слитка, является [9]. Однако в ней, во- 
первых, рассматривается лишь плоская форма тела; во-вторых, в урав­
нении теплопроводности производная по времени берется от средне-
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массовой температуры, а в нелинейном граничном условии вместо 
температуры поверхности также принимается средняя температура; 
в-третьих, при решении вводятся упрощения, основанные на использо­
вании приближенного решения задачи с постоянной температурой теп­
лоносителя; в-четвертых, само аналитическое решение не получено, 
а вьщелены две нелинейные функции:

е „ ( т ) - 9 ( т )

«о s k [ e ; ( x ) - e ; ( T ) ] ’
«о = Sk

0 п ( ^ ) - 0 ц ( ^ ) ’
( 1)

которые представлены графиками, построенными на основе расчетов на 
гидростатическом интеграторе Будрина в зависимости от критерия 
Старка Sk (О < Sk< 1,5) и отношения водяных чисел п= W/Wy^ <п< 1,2); 
в-пятых, предложенная методика практически приемлема для развитого 
процесса (т > 0,3...0,4); в-шестых, она не пригодна для расчета сложного 
радиационно-конвективного теплообмена.

Таким образом, можно утверждать, что наличие [8, 9] подтверждает 
актуальность проблемы, а их содержание — необходимость надежного 
решения более общей нелинейной задачи радиационно-конвективного 
нагрева массивных тел различной формы.

Рассмотрим задачу противоточного симметричного нагрева мас­
сивных тел плоской (т  = 0), цилиндрической (т  = 1) и сферической 
{т = 3) форм в следующей постановке:

р"' 5р

ае

дх

ае
дх

( 2)

ае
ар

= s k { [ e J ( T ) - e : ( T ) ] + ę [ e , ( x ) - e „ ( T ) ] } ;
р=1

(3)

ае
ар

= 0;
р=0

(4)

dx
- = 5 к { [ 0 ; ( т ) - 0 " „ ( т ) ]  + ( ; [ 0 Д т ) -е Д т ) ]  }л„,; (5)

0 (р,0) = 0 = const; 0Д 0) = 0_, = 1, (6 )

где введены безразмерные величины

T { r , t ) TAt)
0(р,т) = : ; 0г(х) = ^ — ; р = —; x = F o -

R
at
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a R  B i V C  .

X X Sk К С  ’  ̂ ^

Здесь niQ, no — параметры, характеризующие функцию распределе­
ния температур по сечению заготовки; Bi, Sk — критерии Био и Старка
соответственно; 0г(х), 0п(т), 0ц(т), 0(т)— соответственно безразмерные 
температуры газа, поверхности, центра заготовки, а также средняя тем­
пература в момент времени п — отношение водяных чисел; Ж, (К — 
водяные эквиваленты металла и газа соответственно; т — коэффициент 
формы тела; 0(р, т) — безразмерная температура заготовки на расстоя­
нии р от центра заготовки в момент времени т; т = Fo — критерий Фу­
рье; ę — отношение критериев Био и Старка; Г, — абсолютные тем­
пературы тела и газа; г — отсчитываемая от центра координата точки 
тела; 2R — толщина пластины или диаметр цилиндра, шара; а — коэф­
фициент температуропроводности; t — время; X, С = с у — теплопро­
водность и объемная теплоемкость; с — теплоемкость металла; у — 
плотность металла; V = FR/{\+m) — объем тела; F — его тепловоспри­
нимающая поверхность; Уу — объем газа; Т , Ту и Т \  Т \  — соответст­
вующие температуры тела и газа на входе (...) и выходе (...”); Су — теп­
лоемкость газа; Og, а — коэффициенты теплообмена излучением и кон­
векцией соответственно. В работе использованы следующие индексы;
’ — вход; " — выход; 1 — инерционный этап; 2 — регулярный этап; п — 

поверхность; ц — центр; г — газ; * — окончание процесса нагрева; О —  

окончание инерционного этапа; в — видимый.
Аналитическое решение этой задачи в литературе отсутствует. В [9] 

рассматривается подобная задача для чисто радиационного нагрева 
плоского слитка.

Поставленную задачу будем решать методом эквивалентных источ­
ников (МЭИ), хорошо зарекомендовавшим себя при решении различ­
ных нелинейных задач прямоточного [10—12] и линейных задач проти- 
воточного [13—15] теплообмена. Решение проводим в рамках известной 
[16] модели термического слоя (МТС).

На первом (инерционном) этапе (0 < т < tq; Р(т) < р <1) решение 
МЭИ имеет вид [10]

0(р,т) = 0' + [ 0 ,„ ( х ) -0 '] Р - Р ( ' ^ )
1 - Р ( т )

где Р(т) = 1 — /(т). Здесь tq — продолжительность инерционного этапа 
нагрева; /(т) — глубина прогретого слоя; Р(т) — то же, непрогретого слоя. 

При этом связь между функциями /(т), Ojn (т) и Оі̂  (т) имеет вид

/ ( т )  = e . n ( t ) - 9 '
Sk [ е Ц т ) - е ; „  (x ) ]  + ę [ 0 , p ( x ) - e , n  ( х ) ] ’

(7)

а температура поверхности 0іп(х) или температурный перепад А0і(т) = 
Qin('î ) “  0 определяются решением дифференциального уравнения
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dz
[ A 9 j ( x )Z ( t )] = 6 (l + m ) AGj (x) / / (x). (8)

Три неизвестных функции 0inW, GirW и /(т) определяются системой 
трех уравнений (5), (7), (8), но такой путь трудно преодолим. Так как 
мы остановили свой выбор на приближенном методе (точного аналити­
ческого метода в замкнутой форме для подобных нелинейных задач по­
ка не существует), ввиду быстротечности инерционного этапа для ре­
альных металлургических объектов примем априори, что продвижение 
фронта прогрева /(х) удовлетворяет известному «закону квадратного 
корня», который в данном случае представим формулой [10]

/ (х ) = ^J6 (1 + m )х . (9)

В таком случае (8) принимает вид

d  (/AOj ) _  dx 

/АО, X

Интеграл этого уравнения очевиден:

А 0 , ( х ) =  / - 0,„ ( т )  = 0' + / ^
^б (1  + т )  ^б ( 1  + т )

( 10)

Исключая при помощи выражения (7) функцию /(х) из (8), получаем

d

(т^) -  ( ^ ) ]  + ę [0ІГ (^ )  -  0ІП (т^)]

= | ( l  + m ) S k { [ 0 ; , ( x ) - e ; „  ( т ) ]  + < ; [ 0 , Д т ) - е , „ ( т ) ] } .

(И)

Из условия теплового баланса (5) следует

S k { [ 0 ^ ( t ) - 0 ^ „ ( T ) ]  + ę [ 0 , ^ x ) - 0 „ ( T ) ]  } =
1 dQ

п„. dx
( 12)

Подставляя это выражение в правую часть (11), имеем

Дв? (т) 3 Sk М 1 Г

[ 0 t O ) - 0 ^ n ( ^ ) ]  + ę [ 0 i r O ) - 0 i n O ) ]  2  п  d x

Интегрируя и используя начальное условие (6), получаем
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[ 0 Ц т ) - е ; п ( х ) ]  + (; [0 ,г (т )-0 ,„ (т ) ]  2 n

Из выражения (7) следует

[ К  ( ^ ) -  (^ ) ]  + ę [0 , r  ( ^ ) -  0.П ( О ]  =

после чего находим

01г ( т̂ ) =  1 +  | а 0,  ( т ) / ( т ) ,  

или с учетом упрощенного решения (9), (Ю):

01г('с) = 1 + — ; = V3 6 ( 1  + m j

В конце инерционного этапа: т ^ х ^ ;  / (Х( , )=1;

(14)

0 Л  ) = <  = 1 •>■ f  (в?. -  в ')=  1 +

д е "  =
6(1 + т )

(15)

На втором (упорадоченном) этапе 0 < р < 1 )  разре­
шающее уравнение МЭИ принимаем по его первому (основному) вари­
анту [6]:

J __д_
Р™ др

50.т ^ ^ 2

Эр = Л  (^ ) ; (16)

f i  (т^)= (1 + m )jp '"  = (1 +  02 {р л )р "(1 р ,  (17)
дх dx

где Ў2{т) — эквивалентный источник на регулярном этапе нагрева.
Интегрируя уравнение (16) дважды по р и используя граничные ус­

ловия (3), (4), находим:

л  (т) = (1 4- m)Sk { [0̂  ̂(т) -  0̂ „ (т)] + ę[02, ( х ) -  02„ (х)] };
(18)
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02 = 02п ( ^ ) - - ( ^ ) - ® 2 п  (^)] + ę[02r ( ^ ) -  02П (^)] l O "  Р')'
(19)

Подставляя функции (18), (19) и интегрируя условие (17), получаем 

(1 +  m ) S k {  [ е^,  ( т )  -  0^„ ( т ) ]  +  ę [G^, ( т )  -  Ĝ  ̂ ( х ) ]  } =

= ; ^ | 0 2 n ( i ^ ) - j ^ ( [ 0 i ^ ) - 0 L ( T ^ ) ] + ę [ 0 2 r ( x ) - e 2 „ ( T ) ] ) | .

(20)

Из условия теплового баланса по-прежнему вытекает выражение 
(12). В таком случае (20) интегрируется элементарно

®2rW
п

D  =  02П К  (т )̂ -0?п ( 'f)]  +  ę[02r ( 'f) -02П ('f)]
і + т ^

(21)

где D — постоянная интегрирования. 
Из решения (19) при р = 0 находим

Sk
—  { [ 02Г (х) -  0^ (х)] + ę[02r (х) -  02п (х)] } = 02П (х) -  02ц (х) = А02 (х).

Тогда (21) принимает вид

02г(х)  = 02п(х)
3 + m

А0 2  ( x ) - D п. (22)

Приравнивая правые части выражений 0іг('^о)~^і^г ^
02г ( tq ) (22), находим постоянную интегрирования

D = e ' - i +
п 3 {̂ 3 + т )  ̂ ^

(23)

После этого связь (22) между функциями 0 2p(x) ,  02„(т),  02ц (х) 
представится следующим образом:

2тп  ̂ п
02г (А =  1“ з(з +  ^ ) "̂ 01 + y ijr ;;;'{(i +  '” )f02n('^)-O2u(A] +  

+ (3+ т)[02ц (т) -  9']}.
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Определим по решению (19) среднеобъемную температуру 02 
нагреваемого тела

02( 'Г)= + =
( 2 4 )

= ^2п [®2г (l^)] + ę[02r  ( ' f ) -  02П ( ' f)]  }•

Сравнивая (21) и (24), получаем

02г( ' ^)“ ^02('^^) = - D n . (25)

В [9] отмечается, что при противотоке в любой момент времени на­
грева выполняется равенство

0 Д т ) - п 0 ( т )  = 0^. (26)

В [9] значение 0с не приводится. Здесь же мы получаем (23) и

2тп
-  - Dn -  I -  п в ' -  . .

3 (3  + т )
( е ? . - е ' ) ,  (27)

ЧТО при т = о совпадает с выражением 0  ̂ = 1 -  л0 ' ,  приведенным в
[8], где рассматривается чисто радиационный нагрев малой тепловой 
инерции.

Как видим, закон (26) справедлив и для случая радиационно­
конвективного теплообмена, а если учесть работы [1~3], посвященные 
конвективному теплообмену, то вообще для любого противоточного 
нагрева, независимо от вида граничных условий. Заметим только, что 
для других форм массивных тел, отличных от плоской, константа 0с оп­
ределяется более общим соотношением (27).

Возвратимся к (21). Исключим из него температурную функцию 
02п(т̂ ) поверхности тела. Для этого из условия (5) находим

02п('^) = 02г(т^)

І
1 - ^ 2 г 0 )

n S k l + ę
^2г ( ' ^ ) -^2п( ' г )
е 2 г 0 ) - е ^ ( х )

(28)

0 2 Г 0 )

Следуя [10, 17], положим

- 1  I - ^ 2г ( х ) - е 2п (х)  , 0 ,275 + 0 , 0 5 8 т
' е Щ х ) - е ^ „ ( т ) ~  Sk

После такого упрощения (28) принимает вид
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02n(^) = 02r(T^)f 1 - '
® 2 r ^ )

Тогда из (21) с учетом (12), (27), (29) имеем

(29)

02 г ( ' ^ ) - 0с  = ^ 0 2 r ( ' c ) f  1 -
02г(^) ' 2 г

n^Sk/c,02r (х) ( l + m )(3 + m)
. (30)

Исследования показали, что второе слагаемое под корнем при 
(Ai/̂ iSk) >0,1 меньше единицы. Учитывая это, заменим входящий в (30) 
радикал двумя первыми членами его степенного ряда. В таком случае 
получаем дифференциальное уравнение с разделяющимися перемен­
ными

J0 2г -+■ 4 L S k d 0

[ і -  (х)]02, (т) (3 + от)[і -  ^202г ("̂ )]

= (1 -  /I ) /  0  ̂ •

= 4 ( і  + m)/:jSk6^<iT, (^І)

где

Используя разложение дробно-рациональной функции первого сла­
гаемого на простейшие дроби, в конечном итоге получаем следующее 
решение уравнения (31):

Ф г О ) - Ф г  = 4 ( 1  + т ) ^ ^ 4 | ^ ( т - Х о ) ; (32)

/  ч /  ч г  /  Ч -1  О,5 + 0 ,Д х )
Ф  Д х ) = In 02, ( х ) -  р 1п[1 -  ^202г ('с) ] ----------: 2 q— ^

^2^2г

где
Ф ^ Ф Д Х о ), p  =  l +  4 k , S k / [ k l ( 3  + m)' ] .

Трансцендентным уравнением (32), (33) и определяется температур­
ная функция 02г('1̂) теплоносителя (газа), начальное значение которой 
известно (15).

Для расчета температуры 02п(т̂ ) газа воспользуемся (21). Получаем 
уравнение

05п(з^) +  «1п02п(з^) =  ^Оп(з^)^ ( 3 4 )

где
3 + т  / ч  ,ч4 / \ 3 + т

" і п = ^ 7 Г - + ? ’ «Оп(^) = 02г(^) +Sk nSk
nSk

1 + ę - ------  02г ( ' г ) -6
3 + m
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уравнение (34) имеет известное (например, [11]) решение:
/  г:------------  л

2«in ,.2

VV ( 3 5 )

4а On +
V

1 п

V 2 у

Зная функции температур поверхности 02п(т̂ ) металла и 02г(т̂ ) газа, из 
(19) (при р = 0) находим температуру центра

е . . ( х )  = е , . ( х ) - 2 ^ { [ в ; Д г ) - е ; л » ) ]  + ? К ( х ) - е , . ( х ) ] } ,

(36)

Средняя температура тела рассчитывается по (24) или (25), (26)

5 2 ( 4  =  [02г ( 4 - 0 . ] / « -  07)

Время т* окончания нагрева определяется по решению (32) в пред­

положении, что 0 2 п “  ® 2 п ( ' ^ 0  “  ( ^ * )  “  ^ ~  показатель
степени завершенности процесса.

Подставляя в (34) 0^^ ~  Л^2п’ приходим к такому же алгебраиче­

скому уравнению, как (34), но уже относительно 0^^. При этом новые 
коэффициенты имеют вид:

а,. =
3 + m \ -  Г[п
nSk 1 - т і ' 1 + ę

nSk 1 -  Г] 
3 + m 1 -  пг|

(3  + m ) 9 ,  

t S k ( l  -  л " ) ’

Определяется значение по решению, аналогичному (35). После 
ЭТОГО из (32) находим

4(1 + m)ytiSk0,
. ( ф ; - ф ; ) . (38)

Поставленная задача полностью решена. Полученное решение по­
зволяет рассчитать функции 0р(х), 0п(х), 0ц(х), 0 (х ) ,  А0(т) и время Т*.

Полагая = О, получаем решение задачи чисто радиационного про- 
тивоточного нагрева.

Для оценки точности приведенного здесь общего решения был про­
считан пример, приведенный в [9]:

m = 0; 0’ = 0,5; ^ = 0; Sk = 0,5; п = 0,5; ц = 0,99. (39)
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Расчеты, представленные в графической форме на рис. 1, показыва­
ют, что метод эквивалентных источников привел к результатам, практи­
чески совпадающим с [9] гидростатического интегратора. Продолжи­
тельность инерционного этапа составила 0,166.

Рис. 1. Сравнение результатов расчетов с данными гидростати­
ческого интегратора [9]: 1 — температура печи; 2 — то же, по­
верхности металла; 3 — среднеобъемная температура; 4 — тем­
пература центра; 5 — температурный перепад между поверхно­
стью и центром;--------результаты расчетов по МЭИ;

данные гидростатического интегратора

На рис. 2 представлен противоточный нагрев пластины излучением 
и конвекцией при ę = 1; Sk = 0,5; п = 1,5. Процесс, очевидно, является 
расходящимся, что характерно для п> \.

Рис. 2. 1 — температура печи; 2 — то же, поверхности металла;
3 — среднеобъемная температура; 4 — температура центра

На рис. 3 изображены графики, представляющие собой динамику 
процессов нагрева термически массивных тел различных геометриче­
ских форм при ę = 1; Sk = 0,5; п = 0,5; 0' = 0,5; X* =  3 . Максимальный
температурный перепад по сечению слитка достигается в конце инерци­
онного этапа нагрева. Анализ результатов показывает, что при одинако­
вом характерном размере тел нагрев шара проходит наиболее интенсив*  ̂
но. Уменьшение температурного перепада в пластине, напротив, являет­
ся наиболее медленным процессом.
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Рис. 3. Динамика температур тел различных геометрических 
форм при лучисто-конвективном противоточном теплообмене:
1 — пластина; 2 — цилиндр; 3 — ш ар;--------температура по­
верхности; ---------- то же, печи; -х-----максимальный тем­

пературный перепад по сечению слитка

Таким образом, получено обобщенное (для всех трех форм тел базо­
вой геометрии) аналитическое решение задачи противоточного лучисто­
конвективного нагрева массивных тел, свободное от неопределенных 
функций типа (I) и обладающее достаточной для практики точностью, к 
тому же довольно просто программируемое для использования ЭВМ.
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Экспериментальное определение энергетических характеристик дуго­
вых сталеплавильных печей (ДСП) имеет первостепенное значение для 
выбора рациональных режимов работы, организации эксплуатации обо­
рудования, принятия основных технических решений по совершенство­
ванию технологии выплавки стали. Для определения энергетических 
характеристик необходимо проведение балансовых испытаний с полным 
контролем теплотехнических и технологических параметров процесса 
плавки, по результатам которой составляется полный энергетический 
баланс.

Кордовые и высококачественные марки стали в условиях Белорус­
ского металлургического завода выплавляются в сверхмощной дуговой 
сталеплавильной печи ДСП № 3 с последующей доводкой на установках 
внепечной обработки металла (установка «печь—ковш», вакууматор RH 
или VD) и разливкой на машине непрерывного литья заготовок сечени­
ем 250x300 и 300x400 мм.

Электродуговая сталеплавильная печь № 3 Белорусского металлурги­
ческого завода введена в эксплуатацию по проекту фирмы «Фест­
Альпине» в 1989 г. В 1998 г. по контракту с этой же фирмой проведена 
ее модернизация. Печь оборудована трансформатором с номинальной 
мощностью 75 MB A, а также оснащена системой эркерного выпуска
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