
3. Если CI изменяется в пределах ]0; +°°), то TC>TS. Возможно пре­
небрежение процессами обмена с внешней средой, так как внутренние 
процессы являются преобладающими.
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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
СТАЦИОНАРНОЙ ТЕОРИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЯХ

Рассмотрим классическую смешанную краевую задачу для уравнения 
Лапласа в круге радиусом R > 0:
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( 1)

{ur + au]r=R= f(ą ), (2)

где R э а > 0, а граничную функцию / ( ф) мы будем предполагать кусоч­
но-монотонной и удовлетворяющей условию Липшица на отрезке [-л, %\



(липшициевость функции означает, что существует положительная посто­
янная L такая, что | /(Фі) - / ( Ф 2) | ^ Ф і - Ф 2і» ф|,ф2 б[-Я , Л]).

Задача (1), (2) весьма часто используется в приложениях, она возника­
ет, в частности, при исследовании различных процессов стационарного 
тепло- и массообмена.

Наряду с классическими аналитическими и численными методами ре­
шения этой задачи в последнее время разрабатываются достаточно эффек­
тивные приближенные аналитические методы, основанные на использова­
нии специальных функций -  полилогарифмов [1 , 2 ] -  и их обобщения -  
X -полилогарифмов [3]. В работе [4] было найдено довольно громоздкое 
приближенное решение данной задачи, выражающееся через полилога­

рифмы при дополнительном условии а  < —. В статье [3] указанное огра-
R

ничение было снято за счет введения X -полилогарифмов, являющихся 
обобщением полилогарифмов, причем удалось значительно упростить 
структуру приближенного решения и повысить порядок его точности.

Целью настоящей работы является представление приближенного ре­
шения данной задачи через степенные и логарифмические функции, что 
позволяет получить в определенном смысле «элементарное» решение за­
дачи ( 1 ), (2 ).

Для решения поставленной задачи воспользуемся следующим прибли­
женным решением задачи ( 1), (2 ), полученным в [3, теорема 1 ]:

ия(г.фД) = - 2 ; / ( Ф Я1+А/2)
п  т= о

п- 1 (

2Х
- + Im 4

V V

1_ е ‘(Ч>т+1-Ф)
R - А

( ^  JL g'(<Pw-q>)
R JJ

где

X = aR ; h = — ; cpw = - к  + m h, 
п

оо  ^ІС

а функция = ------- г~ является X -дилогарифмом [3], причем до-
f ^ k ( k  + X)

пускаемая при этом погрешность вычислений имеет равномерно в круге 
r< R  порядок малости О (hy); уе  (0,1) относительно шага h.

Будем использовать рациональные аппроксимации параметра X, т. е.

рациональные XQ = — ~Х  . В [3] доказано, что l \ Q(z) является элементар­

ной функцией, а именно:

г

2 Ц

\l (  t+ 1 s

- ln ( l - Z )  +  Z
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1

k =  0  ̂ b* J)j
,(3)
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г д е

s = ц - i
v

2кк. _____
/ = |LL — 1 — 5-v , \ к - е  v (к = 0,v - 1 )  -  корни степени v из

единицы.
Аппроксимируем точное решение и(г,фД) задачи (1), (2) элементар­

ной функцией ип(г, ср, XQ) и оценим погрешность аппроксимации.

Так как [3, формула (10)]

для любых положительных Xv Х2

<(г,фД ,)-и(/\фД 2) |< ^  |/(ф ) |
1 1

2 \  2Х:
4  *-») - Ą .Д^чф-ф)

л ^Ф,

откуда, использовав неравенство

|4 i (z) - Ą 2(z)| =
оо 7  к к  \

Z
к =  1

Z Z

^ .к  +  X j к  4 -  А / 2  j
- 1^1 X  ,2  “  6 К  ^г|>

получим

(«(г.фД^-мСг.фДг)!^/?/ — —+ - ^  |Я,,-Х2|,
1 - 2  ̂1 + я

где
уДДг 3

7 = ^ - } | / ( ф ) ^ Ф

(4)

2я

-  среднее значение функции / ( ф) на отрезке [-я, я ] .
Теперь приступим к оценке погрешности аппроксимации

и(г,фД)« ип(г,фДе) . Так как

|и(г,фД)-иДг,фДе)|<|и(г,фД)-и(г,фДе)| + |и(г,фДе) -и п(/\фДе)|, 

то, воспользовавшись неравенством (4) и неравенством [3, теорема 1]:

С
|м(г, фДQ ) -  ип (г,Фде)| < R Afkg + Ву+ - 1- h \

Q )
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где АуіВу,Су -  положительные постоянные, зависящие лишь от уе  (0,1), 
можем записать:

|и(г,фД) -  ий(г,<рДе )| < R
( (
7

V V

к
XX г К , - 4

л л
A ^ q +Ву + - 1

KQJ

Сформулируем полученный результат в виде следующего утверждения. 
Теорема. Приближенное решение краевой задачи (1), (2) выражается 

формулой

и, следовательно, при рациональном XQ вычисляется через степенные и 
логарифмические функции (формула (3)), причем

lim ип(г,фДе) = и(г,фД)
п->°°
Xq -

равномерно в круге г <R и при |Хе - 2,| < К1 также равномерно, погреш­

ность аппроксимации имеет порядок малости О(hy), уе (0,1)
относительно шага h .

В заключение приведем пример приближенного решения задачи (1), (2) 
по формуле (5) с краевым условием

и' (V2, срД) + к и(л/2, ф, X) =

Г m Viẑ
= 2^2 cos у  (1 + cos ф) 2 (VT—і)ф „ . (V2 +і)фя cos----------— + (1 + я) cos---------—

2 2

где Х = Ку[2 .
Точным решением этой задачи является функция

— ( \ 
м(г,срД) = (г2 + 2-v/2 coscp + 2 ) 2 cos arc t g S-m  ^ —  .

 ̂ v 2 + rcoscpy
Выбрав в качестве приближенного значения параметра X рациональное

л 1 1 1число Kq = , получим при п = 60:
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Таблица 1

г и(г, 0, А) “боО> V {'■ 4 ’ *■) «бО^’ {г. l) “60( г’ \ ’ *е)

0,0 1,63253 1,63322 1,63253 1,63322 1,63253 1,63322

0,141421 1,86809 1,86885 1,79584 1,79659 1,62775 1,62846

0,282843 2,11271 2,11351 1,95951 1,9603 1,6-1346 1,6142

0,424264 2,36592 2,36676 2,1238 2,12465 1,58978 1,59058

0,565685 2,62734 2,62819 2,28895 2,28984 1,55693 1,55779

0,707107 2,89662 2,89747 2,45513 2,45605 1,51514 1,51609

0,848528 3,17343 3,17428 ' 2,62247 2,62343 1,46473 1,46578

0,989949 3,45752 3,45835 2,7911 2,79208 1,40601 1,40716

1,13137 3,74861 3,74942 2,96109 2,96209 1,33932 1,34058

1,27279 4,04648 4,04725 3,13251 3,13353 1,265 1,26637

Гг 4,35092 4,35122 3,30541 3,3066 1,18337 1,18505

Анализ таблицы позволяет утверждать, что уже при сравнительно не­
больших значениях п приближенная формула (5) дает возможность полу­
чить достаточно хорошую аппроксимацию решения поставленной краевой 
задачи.

Замечание. Для вычислений использовалась программа, написанная в 
среде компьютерной алгебры Mathematica 4.0.
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