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ПРОБЛЕМА ТЕПЛОВОГО УДАРА НА ОСНОВЕ УРАВНЕНИЙ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Докт. физ.-мат. наук, проф. КАРТАШОВ Э. М.,
РЕМИЗОВА О. И.

Московская государственная академия тонкой химической технологии 
им. М. В. Ломоносова

В настоящей работе продолжены начатые в [1] исследования динамиче­
ской реакции массивного тела в случае резкого теплового воздействия на 
его поверхность.

В ряде важных практических режимов работы элементов конструкций в 
условиях повышенных температур встречаются случаи, когда имеет место 
достаточно быстрый и интенсивный нагрев объектов. Такая ситуация воз­
никает, например, при высокоинтенсивном теплообмене в устройствах им­
пульсной и лазерной техники, лазерной обработке материалов, в процессах 
плазменного напыления, в энергетических каналах ядерных реакторов, 
псевдоожиженном слое, дисперсных системах и зернистых материалах, 
слоистых полупроводниковых структурах, кристаллах катализатора и при 
выращивании гомоэпитаксиальных пленок германия и др. Характерной 
особенностью материалов, находящихся в условиях перечисленных тепло­
вых воздействий, является наличие больших по абсолютной величине гра­
диентов температур, приводящих к появлению напряжений, которые в 
свою очередь могут вызвать разрушение материала. Для описания возни­
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кающих температурных полей авторы использовали в [1] уравнение тепло­
проводности гиперболического типа, в основе которого лежит обобщен­
ный закон теплопроводности для изотропных тел, учитывающий инерцию 
теплового потока [2]. В настоящей работе изучается вопрос о роли темпе­
ратурных полей и температурных напряжений в проблеме термической 
прочности с учетом эффекта конечной скорости распространения теплоты 
в твердых телах в рамках гиперболических моделей нестационарного теп- 
лопереноса.

Следует отметить, что влияние конечной скорости распространения те­
плоты на теплообмен становится заметным не только при высоких, но и 
при очень низких температурах (например, в жидком гелии v, =19 м/с при 
Г = 1,4 К), а также при обычных температурах в твердых телах, когда 
в нестационарном процессе рассматривается малый период времени [3], 
что может стать предметом дальнейших исследований в данной области. 
Именно эта ситуация характерна для проблемы теплового удара в терми­
нах динамической термоупругости [4].

Уравнение совместности в напряжениях для динамического слу­
чая. Пусть D -  конечная или частично ограниченная выпуклая область 
пространства М(х1,х2,х3), находящаяся в условиях термонапряженного 
состояния; S -  кусочно-гладкая поверхность, которая ограничивает область 
D\ п -  внешняя нормаль к S; Т (.М\ i) -  распределение температуры в об­
ласти D при t > 0; Т0-  начальная температура, при которой тела находится 
в недеформируемом и ненапряженном состоянии.

Пусть a i j = < y i j { M j ) \ z i j = z i j { M , t ) \ U i j ^ U i j { M , t )  (i,j = x,,x2,x3) -
соответственно компоненты тензоров напряжения, деформации и вектора 
перемещения, удовлетворяющие основным уравнениям термомеханики [4]: 
уравнениям движения (с учетом объемных сил Ft(M, t)), геометрическим 
соотношениям и физическим уравнениям (в индексных обозначениях):

a i jJ  + F i = РС/.4 (1)

- ( 1 / 2  W u + U j j ); (2)

i + а т ( Г - Г 0) 5 г (3)

Из (3) следует

гц ~—~ а кк + Зат(Т -  Гд), (4)Е

где V -  коэффициент Пуассона; а т-  коэффициент линейного теплового 
расширения; Е -  модуль упругости; 8^ -  символ Кронекера. 

Дифференцируя (2) по хп и хт
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^  ij,mn 2  ijm n ^ j,imn ) ’

совершая циклическую перестановку индексов и компоненты вектора пе­
ремещения, приводим к известному уравнению совместности в деформа­
циях

^ ij,mn ^ im,jn ~  ^ nj,mi ~^^nm,ji ~  ^  * ( ^ )

Подставим (3) в (5) , полагая (5) при т - п \

1 + v
( . ® i j , n n  ®  i n , j  п ® n j , n i  ®  n n , j i )  ® k k , n n ^ i j  ^  ® k k j n ^ i n  ® k k , n f i n j  ® k k , j f i n n  )

+ а т(Г -Г 0)шД у- a T( T - T 0)jn5in- a r( T - T 0)niSnJ + а т(Г - Г 0);|.8||й-0 . (6)

Далее, используя (1) и свойства тензоров:

<*mjn = ~ F i J  + P ^ / J ’ 

° V \ n i  =  ~ F j , i  + P U j / >

a kk,jn^in = G kkJi>

®kk,ni^ni ~  ®kk,ji\

а т(Т TQ)jibin - а т(Г Г0)/7;

a A T - Tb)nibni=U'J( T - T Q)ji\

а т(Г -Г 0)„8,ш =Зат(Г -Г 0)

(7)

подставим (7) в (6). Получим: 

1 + v + + /  -  Р -̂,7 + -  РUjj + a nnJi) +

+  ~ + CJt t >m A y +  а ккЛ  +  ° k k j i  -  3 ° k k j i )  +

+ а 7( Т - Т о)т5 у - а Т( Г - Т о)]і- а г( Т - Т о)м + ЗаТ( Г - Т о)м =0

ИЛИ

1 + V V s . 1 . 1 + V ✓ 771 I 77» \ .
-------- O’,-/ ЙЙ------- CJ u  ияО:: H------ <7и/} ;/ H-----------(-Г ; ; +  j  +( / , W W  K K ,n n  IJ n n ,J l  j g  \  J , l  '

+ a r[ (T-T0)nn5iJ+( T - T 0)j]  = ̂ p ( U iJ+UjJ). ( 8)

Если положить i =у, то можно выразить а кк,пп

І + v г  2атЕ . І + v ,ч
уи.я» = —:---- —Н М ^ -Г о Х »  +-J— р^,/-

1 - V  1 — V 1 - V
(9)

Подставим (9) в (8)
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(1 + V)CTi>... + °ш,Л + VQ * ^ Fn A i  + 0 + V) k /  + FU V

+ Ea 

= (l + v)p

^ ( ? ’-7 'о)п„5 ,+ (7’- Г 0)7,.

(^ +£/^>+ ^ A

(10)

Ho: Ui j + Uj,= 2zy = ^ Y ! l 6 iJ - ^ d tt5, + 2aT(7’- 7 ’0);28,;

Uи ~ Ё» = ~тг~®кк + 3aT (Г -  Г0 )*2 • (ID

Подставив в (10) выражение (11), находим:

(! + V)a //,m. + °т, л  + (1 + v ) k y  + /?/,i]+

1 +  V= ЕаТ ± ^ ( Т - Т 0)„„8ІІ + ( Т - Т 0)М 
L l -v

(1 + v)p д2 
2G д(2

2° ц Г ( Т- Т0}8Ц
1- v  1 1—v

( 12)

или в координатной форме (x ,y , z )

(1 + v)A а0(М,1) + Су(М,0 + ̂ ^ - д І у Е ( М , 0 8 у  +

+ (1 + v$Fu (M ,t) + Fjj(M,t)]+ Еат 

_ р(1 + v) д2

l- ^ A T ( M , t ) 8 y  + (T(M,t ) -T0)y 
1-V

2 G dt2 

2G(2 + v)

(13)
2 o^ O - t -H - c^ O V

1- v

1- v
a r(T(M,t) -T0)by , M  e G , t  > 0.

Здесь i , j  — x ,y, 2; M  = М(дс,;y, z); o  = o „ + o f f + o a ;

F  = {F „F ,,F Z}, divF = F,
dFx 3F 5F
---~ + ----  + ---
dx dy dz

Уравнение (13) может быть названо обобщенным уравнением динами­
ческой термоупругости в напряжениях. Этот случай впервые рассмотрел 
В. Новацкий [5], используя уравнения эластокинетики в напряжениях, од­
нако конечный результат в [5] имеет форму, отличную от (13). Частный 
случай уравнения (13) для квазистатических задач (в (1) следует считать
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р=0) указан в [4], а при отсутствии объемных сил (Fi ~0  квазистатика) 
в [5]. В конкретных случаях теплового удара (характер нагрева; область 
термонапряженного состояния; случаи симметрии) соотношение (13) при­
водит к известным результатам динамической термоупругости, описанным 
В [4].

Представляет интерес получить аналогичное соотношение и для пло­
ской задачи динамической термоупругости. Для этого случая в (1), (2) ин­
дексы i , j  = x , y ,  а соотношение (3) следует записать в виде

V!
(14)

где М =М (х ,у ) а параметры в (14) есть:
• для плоской деформации:

v, = - ^ - ;  £, = —^ т ;  a  = a T(l + v); (15)
1- v  l - v “ 1

• для плосконапряженного состояния:

V] = v; Е} =Е ; a Tj = a T. (16)

Уравнение совместности в деформациях (5) вырождается и теперь име- 
етвид £iinn(M,t) = einin(M,t).

Повторяя предыдущие рассуждения, приходим к конечному результату 
в виде I

A + (1 + v, )F„'„(M,t) + £ ,a T| [Т{М,t) -  T0\ w =
дГ

: [(1 -  v, )ст(Л/,t) + 2 a T, (T (M , t ) -  Г0)]
(17)

одновременно для случая плоской деформации (15) и плосконапряженного 
состояния (16).

Динамическая реакция упругого полупространства на тепловой 
удар. Рассмотрим упругое полупространство, первоначально находящееся 
при температуре Т0 Нагрев происходит температурным или тепловым пу­
тем либо нагревом средой. Пусть T(zJ) -  температура полупространства. 
Возникающие вследствие наличия температурного градиента напряжения 
будут зависеть только от z и t, т. е. = a (>(z,0; при этом перемещения:
Uх = и  = 0: U z = U 2{z 9 t). Уравнение (12) (без учета объемных сил Fi -  0) 
дает для этого случая:

1 дга 22 (1 + у) d2T(z,t)
v2p dt2 ( і - v )  тР dt2

z > l; t > 0. (18)

Уравнение (18) впервые получили Даниловская из соотношений 
(1)...(3) и (независимо от нее) Т. Мура ([4]), который, по-видимому, не 
знал о ранней и более общей работе Даниловской. Уравнение (18) явилось
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предметом многочисленных исследований в зависимости от условий на­
грева изучаемой области, геометрической формы тела и особенностей фи­
зико-механических характеристик нагреваемого материала. Наиболее де­
тально изучено упругое полупространство, z> 0, что объясняется много­
численными приложениями этой области и возможностью записать 
аналитическое решение задачи в достаточно обозримой форме. Последнее 
имеет немаловажное значение для целей качественного параметрического 
анализа динамической реакции области на тепловой удар. При этом пред­
полагается, что в исходной постановке задачи в начальный момент область 
свободна от напряжений и что в процессе нагревания на границе области 
напряжения отсутствуют.

Рассмотрим уравнение (18) при следующих условиях:

a zAz$) = —f - l <=0’ z >h a zz(l,t) = a , J z=a>=0, t> 0. (19)
dt

Здесь T(z,t) является решением тепловых задач для уравнения тепло­
проводности гиперболического типа:

dT(z,t) _ д2Т
dt dz2

d2T 
dt2 '

z>l,  t > 0 (20 )

с постоянными начальными условиями:

8T(z,t)
T(z, t) / lm0=T0, z>l,

dt ! i=o =°> Z^ 1

и граничными условиями:

T(z ,t) /z=l =TC; t > 0 -температурный нагрев;

(21)

(22)

1 \d T (z ,x ),
—  I— z---- !  і ы  exPx, ' dz

t - тЛ

r 0 V Xr )

1dx =— cp0, г>0 -тепловой нагрев; (23)
A.

1 \dT(z,x) t - x Л
тг - dz

f— — / z , exp - - ----  dx = h[T(z,t)/Z=l- T c\  t >0 -  нагрев средой. (24)
j Я7 TV )

Необходимо также учесть условие

|Г(2,0|<°°» z > l 9 t> 0.

В безразмерных переменных:

z '= !2 ( z - 0 ;  Fo = ̂ ;  р = a ,y (/,F o )=а а V \ x r S(Tc-To)

(25)

Г<г' р0) = І | ^ ; B‘= F ; + V , . ]

соотношения (18)...(25) выглядят следующим образом:

А. т 2 р. 
Р
(26) 
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Л ц ,  _ а Ч ^ = £ Щ М  z. >0; Fo>0;
,'2 ’ ’ ’dz dFo2 dFo

dFo dz'2 5Fo2

c „w _ A. dT(z',Fo) , n T(z ,Fo)/Fo=0 — О, I p0=o — 0>
SFo

r(z ',F o)/z.=0 =1, Fo>0 -  температурный нагрев;

Fofa r(z ',T ') , (
J  dz' - =0 e X p l~~

F o -x '

(27)

CTzy(z',Fo)/Fo=0 = 0, ~ ^ / Fô 0, z' > 0; (28)
<3Fo

c zV (z', Fo) / , _  -  a zV (z', Fo) / zW) = 0, Fo > 0; (29)

(30)

(31)

(32)

dx' = -q*, Fo > 0 -  тепловой нагрев; (33)

f ^ ; T ' 4 , o  e x p (  -  ] Л '  =  p 2B i [ T (z', F o ) / 2= 0 - 1 ] ,
dz1u

Fo > 0 -  нагрев средой; 

|7(z',Fo)| < oo, z'>l,  Fo>0. 

В пространстве изображений по Лапласу

(34)

(35)

T(z', р ) -  Jexp(-pFo)7Xz', Fo)JFo (36)
о

решение уравнения (30) с учетом (35) сводится к выражениям ви- 
да ]'{р) ехр(-/сд/(рР)2 + р ) , где вид зависимости f ( p ) определяется типом 
граничного условия (32)...(34).

Используя формулы операционного исчисления, полученные в [1], вы­
пишем аналитические решения всех трех краевых задач нестационарной 
теплопроводности, рассмотренных в (30)...(35).

Имеем
T(z',Fo) = f(p)exp(-z ' fa]p2 + р /  Р2), (37)

где

1---- температурный нагрев;
Р

/о*И*
ч

д/р~Р + 1- — т==----тепловой нагрев;
РуіР

ВІ Ур у +1
р (л[р + B iV p v + i )

-  нагрев средой.
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Находим из (27).. .(29) для а г.г. (z р) в случае: 
• температурного нагрева

1e*y(* \Р) = р2 l ^ ' W O ’P)2 +Р ) ~ exp (-z» }; ( 38)

• теплового нагрева

< V z ' Р) -  Я ^xp(-z'yj(pP)2 + р ) - ex p (-z» j; (39)

• нагрева средой

a 2y ( z \ p )  = Bi J p & ± 1
(Від/рр2 + 1 + л /р )Ы Р 2 - 0  + 1)

X ̂ xp(-2'V(̂ P)2 + p)-exp(-r»}.

(40)

Используя основные теоремы операционного исчисления и таблицы 
изображений [6], получим оригиналы для (38).. .(40):

0,

ct2V(z',Fo) = 

при Ре (0,1);

o zV(z\Fo) = - 

при р>1, где

если 0<Fo<z'P; 

если z'P<Fo<z'; 

ст( у -  а( у , если Fo > z'

а°Ли  z'z > (41)

0,

о(?>°  гг *

если 0<Fo<z'; 

если z' < Fo < z'P; (42)

°гУ-°*У» еСЛИ F° > Z'P

0 z'z' = / (Fo -  z'P) exp

, Fo f

+ t ] / ( F ° - , ) e 4 ‘ 2P.

2P >

Vt2-(z'P)2
2p2

Vx2-(z 'P )2
(43)

/ ( 0  =
p2 - l

exp * '
v i - P 2 y

o 2y = /(F o -z ') , (44)

-  в условиях температурного нагрева; (45)
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m - r p -
<P - l) o J

l

f
exp и

P2 У
exp

f  \  T

+ • y l - P  У
V p c i - p 2)7CT

er/
' Р О - Р 2)/ / ■Jn(t-x)

в условиях теплового нагрева; ( 46 )

/ ( 0  =
Bi

((ВіР)2 - 1 ) ( Р 2 - 1 )
Ві'

Ві2-1

(1 — Р2) ехр Ві \ ( , N

у І-(В ір )2 у 
(

- (1 -(В ір )2)ехр
у і - Р 2 У

_р_
IJ

Віехр Ві \

І-(Вір)— r ( '- ' t )

VT Vl - (Вір)2
-ег/ Ві t - х

І -(В ір )2

(47)

ехр
( \  

V Ргу
ехр

1 - Р 2
Vx р^1 -  р2

-е //
[( і - Р 2)Р2

dt -  в условиях 
нагрева 
средой.

При (3 = 0 (имея в виду классическую феноменологию Фурье) получим 
в случае:

• температурного нагрева

a !y ( z \ p )  = —^— ^xp( -z 'yfp)-exp(-z 'p )} ;  (48)
1 -Р

• теплового нагрева

azy(z',p) = ~ r i ------(exp(-z'V?)~exp(-z»}; (49)
УІР(\-Р)

• нагрева средой

o zy(z ' ,p )= р -— -Jexp(-z',/p)-exp(-z>)]: (50)
(Bi + j p ) ( l - p )

Используя основные теоремы операционного исчисления и таблицы 
изображений [6], получим оригиналы для (48)...(50):

j а (2'Л, если 0<Fo<z';
|а (2у + о{2\ , если Fo > z',

( 51)
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где

о {\1
Foexp|---- (Fo-т )

пJL J. _____
л/л о VFo -  X yfnx

exp(x)er/(Vr) с/т,

c iv = exp(Fo -  z') -  для температурного нагрева; ( 52)

аі'Л = Fo- t- z'2
4т

с/т

ст( 2)
*  F o

4 =  jexp(Fo- z')~f=====
л/Fo- t

-  для теплового нагрева; (53)

F o  /

/ і ( 0 =  Jexp
О Ч 4(t -  т)

F o

=  j7 i(F o -T )/2 (т)й?т,

— jLr + exp (t)erf(y/t) 
\U t

dx
Fo - t)

при i = 1 ,

/ 2  (0 =  7=  + exp ( 0 er f (Vo
Vrcf

/1 (0 = exp(< -  z'),

/ 2(/) = Bi • Bi exp(Bi2 C )er/c(BiV7) при i = 2 -  для нагрева средой. (54)

Остальные компоненты тензора напряжения определяются по форму­
лам:

v £ а  !T(z',Fo) Лa , v =cr„v=----- а,.,--------1---------- ; a rV = a rV = a vv =0. (55)
(1 -  v)ST0 xz xy yz'XX wу  у 1 *— V

Физический анализ решений. Как видно из выражений (41), (42), на­
пряжение a,v(z ',Fo) в фиксированной точке полупространства возникает 
спустя время Fo = z'p, если vp < v,, или Fo = z ' , если vp >vn после начала
воздействия источника теплоты на границу полупространства. Но в отли­
чие от классической феноменологии Фурье соотношения (41), (42) показы­
вают наличие двух скачков напряжения: один -  на фронте тепловой, дру­
гой -  на фронте упругой волны, идущие соответственно со скоростями v, и vp.

На рис. 1...3 приведены графики зависимости динамического темпе­
ратурного напряжения от безразмерного времени при фиксированном 
значении координаты z' = 2. На этих рисунках, в частности, приведе­
ны результаты при Р = 3,4, что соответствует стали; р = 1,84 -  алюминию; 
р = 0,6 -  кристаллу. Кривые при р = 0 соответствуют случаю, когда ско­
рость распространения теплоты бесконечно велика (классическая феноме­
нология Фурье). Числовые расчеты проведены по формулам (51)—(54).
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Рис. 1. Зависимость безразмерного напряжения от времени
Fo в сечении z' = 2 при температурном нагреве: .... -  р = 0; 1 — р = 0,6 

(кристалл); 2 -1 ,8 6  (алюминий); 3 -  3,4 (сталь)

Рис. 2. Зависимость безразмерного напряжения a zV от времени Fo в сечении
z -  2 при q* = 1 при тепловом нагреве: .... -  р = 0; 1 -  Р = 0,4 (кристалл); 2 -  0,6 

(алюминий); 3 -  0,8 (сталь)
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Рис. 3. Зависимость безразмерного напряжения ст_у от времени Fo

в сечении г ' = 2 при B i= 0 ,5  при нагреве средой: .... - р  = 0;
1 -  0,8; 2 -0 ,6 ; 3 -0 ,5 4

Из графиков видно, что учет скорости распространения теплоты приво­
дит к существенному изменению динамических температурных напряже­
ний. Возьмем произвольную точку внутри упругого полупространства. 
В случае, когда (3 > 1 (vp > v,), напряжения в ней равны нулю. В момент 
времени Fo = z' к этой точке подходит продольная упругая волна напря­
жения, фронт которой движется со скоростью vp. В рассматриваемой точке 
возникает скачком сжимающее напряжение, которое дальше уменьшается. 
В момент времени Fo = z'P к этой точке подходит тепловая волна, фронт 
которой движется со скоростью v,. В момент прохождения тепловой вол­
ны напряжение, изменяясь скачком, становится растягивающим, а дальше 
асимптотически стремится к нулю.

В случае, когда р < 1 (ур > v,), к рассматриваемой точке в момент вре­
мени Fo = z'p приходит тепловая волна, что вызывает скачкообразное воз­
никновение сжимающего напряжения, которое возрастает. В момент вре­
мени Fo = z' подошедшая к рассматриваемой точке продольная упругая 
волна вызывает скачкообразное изменение напряжения, которое становит­
ся растягивающим. Далее напряжение уменьшается до нуля.

Расчет скачков на фронте термоупругой волны. Представляет инте­
рес получить расчетные инженерные формулы скачка напряжений о zV на 
фронте термоупругой волны по методу, описанному в [7], в зависимости от 
характера нагрева поверхности полупространства.
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Величина скачка для случая температурного нагрева определяется с 
помощью (38)

1 1ІДІ = lim р -  . .
р-*™ />(P2- l )  + l| p2-l |

' для случая теплового нагрева -  с помощью (39)

ілі 1- 9 л/Р^ Р  ̂ 9*3А = hm р - Д  ̂  ------ г = т~~~т
“ “ V?|p(P2- l )  + l| |p2- l |р->0о

• для случая нагрева средой -  с помощью (40) 

|Л| = lim pB i--------------a/ L p +1---------- Bip

(56)

(57)

( В ф 2р + \ + Щ ® 2 -  \)р + 1| |р2 -  l|(Bip + 1)'
(58)

Полученные выражения (56)...(58) дают возможность качественно и 
количественно оценить степень опасности теплового воздействия на упру­
гий материал. Прежде всего, из (56)...(58) следует, что величина скачка 
напряжений определяется условиями внешнего нагрева, тепловыми и уп­
ругими свойствами материала.

На рис. 4 представлены кривые изменения a z,z, ( z \Fo) в сечении z' = 2;

q* = 1; Bi = 0,5 , позволяющие провести сравнительный анализ различных 
режимов нагружения: температурного (32), теплового (33) и средой (34). 
Видно, что по величине возникающих в области 0 > z ' > 2 ,  Fo>0 напря­
жений (и деформаций) наиболее опасен случай температурного нагрева.

Рис. 4. Зависимость безразмерного напряжения G z»z> от времени Fo в сечении z' = 2 при

q * = ] ;  Bi = 0,5; р = 0 ,6 :---------температурный нагрев; ......-тепловой нагрев;
— . — #---- нагрев средой
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Для задач 2-го (тепловой нагрев) и 3-го (тепловое взаимодействие по­
верхности полупространства с окружающей средой) типов из (57), (58) 
следует, что при учете конечной скорости распространения теплоты в ма­
териале при тепловом ударе будут иметь место скачки напряжения, в то 
время как в классическом варианте (Р = 0) скачков напряжения не наблю­
дается.

Рис. 5. Анализ скачков напряжения в зависимости'от параметра [3 = — : 

--------температурный нагрев;--------- тепловой нагрев; .........-  нагрев средой

Рис. 5 позволяет наглядно сравнить величины скачков напряжения 
при учете конечной скорости распространения теплоты в материале и в 
классическом варианте (считая скорость распространения теплоты в мате­
риале бесконечной). Кроме того, при любом из рассмотренных выше 
способов нагрева величина скачка тем больше, чем меньше разность ско­
ростей распространения звука и теплоты в среде и в случае равенства ско­
ростей наступает явление резонанса, следствием которого является скачок 
бесконечно большой величины, что создает опасность разрушения ма­
териала.

ВЫВОДЫ

Рассмотрена проблема теплового удара в терминах динамической тер­
моупругости с учетом конечной скорости распространения теплоты в ма­
териале. Получены формулы для расчета напряжений, возникающих в ма­
териале в результате резкого теплового нагрева при различных видах теп­
лового нагружения (температурный, тепловой или нагрев средой), а также
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формулы, позволяющие непосредственно вычислить величину скачка на­
пряжений.

Направление дальнейшего обобщения гиперболической модели неста­
ционарного теплопереноса будет заключаться в переходе к областям с 
движущимися во времени границами. Проблемы, требующие разрешения 
указанной задачи, возникают во многих областях науки и техники, описан­
ных в [6], [8] и [9].
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